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Vorwort

Dieses Skript basiert auf den Biichern Introduction to Cosmology von Matts
Roos (Wiley, 2004), Cosmology and Astroparticle Physics von Lars Bergstrom
und Ariel Goobar (Springer, 2004) und An Introduction to Cosmology von Je-
remy Bernstein (Prentice Hall, 1995) auf.

Zur weiteren Vertiefung des Stoffes seien die folgenden Lehrbiicher vorgeschla-
gen:

1. Weigert, Wendker: Astronomie und Astrophysik, 1988

2. Weinberg: Gravitation und Kosmologie, 1971

3. Goenner: Einfiihrung in die Kosmologie, 1994

4. Turner, Kolb: The early Universe, 1990; sowie Borner, 1991

5. Coles, Lucchin: Cosmology, 1995

6. de Boer: GUTs and SUSYs in Particle Physics and Cosmology, 1994

7. Klapdor-Kleingrothaus, Zuber: Teilchenastrophysik, 1997

Zusétzlich erscheinen beispielsweise im Spektrum der Wissenschaft regelméfig
Artikel in den Gebieten Kosmologie und Teilchenphysik. Als populdrwissen-
schaftliche Biicher sind zu nennen:

1. Schramm: The shadows of creation, 1991
2. Parker: The vindication of the Big Bang, 1993
3. Weinberg: Die ersten drei Minuten

4. Fang, Li: The creation of the Universe

Sinn dieser Vorlesung ist es, einen Einblick in die Kosmologie zu geben. Es
werden keine Vorkenntnisse iiber die allgemeine Relativitdtstheorie (ART) er-
wartet. Am Ende eines jeden Kapitels sind einige Ubungsaufgaben aufgefiihrt,
welche zum Verstédndnis der Formeln gerechnet werden sollten.

Eine Kombination als Priifungsfach im experimentellen Nebenfach ist zur Zeit
mit folgenden Veranstaltungen moglich:

e Einfiihrung in die Experimentelle Teilchenphysik (2 SWS)
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Hauptseminar ”Der Urknall und seine Teilchen” (2 SWS)
Ubungen zur Kosmologie (2 SWS)
Experimentelle Elementarteilchenphysik (2 SWS)

Ubungen zur Elementarteilchenphysik (2 SWS)
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Kapitel 1

Von Newton zu Hubble

1.1 Das Newtonsche Universum

Zur Lebenszeit Isaac Newtons (1642-1727) wurde das heliozentrische Univer-
sum von Nicolaus Copernicus (1473-1543), Galileo Galilei (1564-1642) und Jo-
hannes Kepler (1571-1630) schliefllich akzeptiert. Die Menschheit war ,ent-
thront*:

Wir leben auf einem durchschnittlich groffen Planeten, der eine durchschnittlich
grofie Sonne umkreist, die Teil einer durchschnittlich groffen Galazxie ist.

Die erste Theorie von Newton iiber die Gravitation erschien, als er 1687 seine
Philosophiae Naturalis Principa Mathematica veroffentlichte. Mit dieser Theorie
konnte er die empirischen Gesetze von Kepler erklaren. Ein frither Erfolg dieser
Theorie war, als Edmund Halley (1656-1742) erfolgreich vorhersagte, dafl der
1456, 1531 und 1607 gesehene Komet im Jahre 1758 erneut wiederkehren wiirde.
Selbst heute reicht Newtons Theorie aus, um die meisten Planeten- und Satelli-
tenbewegungen zu berechnen. Ebenso ist sie im nicht-relativistischen Grenzfall
eine Darstellung der Relativitétstheorie von Einstein.

Nach dem heutigen Standardmodell der Kosmologie entstand das Universum im
Urknall (Big Bang) aus einer anfinglichen Singularitéit und expandirt - wenn
auch inzwischen sehr langsam - immer weiter. Bestéatigt wird diese Theorie
durch folgende Experimente:

e Rotverschiebung der Galaxien (Hubble; 1929)
e Kosmische Hintergrundstrahlung (Penzias, Wilson; 1964)

e Hiaufigkeiten der leichten Elemente

1.1.1 Kosmologisches Prinzip

Eine Verteilung wird homogen genannt, wenn deren Elemente gleichméfig ver-
teilt sind, und isotrop , wenn sie aus allen Raumrichtungen das gleiche Aussehen
hat. Somit wiirde eine Materieverteilung in einem homogenen und isotropen

11



12 KAPITEL 1. VON NEWTON ZU HUBBLE

Universum immer gleich aussehen, unabhéngig vom Standort des Beobachters.
Andert sich dieser Zustand nicht, so spricht man von einem statischen Univer-
sum. Newton postulierte damit das Kosmologische Prinzip:

Das Universum ist homogen und isotrop. Es war schon immer so, und wird es
auch immer bleiben.

Es stellt sich die Frage, ob dieses Prinzip fiir alle Skalenbereiche gilt. Innerhalb
von Galaxien gibt es Bereiche unterschiedlicher lokaler Materiedichten, und
auch Galaxien selbst sind oft angeh#uft (Cluster). Deshalb ist es notwendig, die
Homogenitidt der Materie durch das Verhéltnis 0 N/N zu quantifizieren. N ist
hierbei die Anzahl der Galaxien in einem zuféllig ausgewdhlten Raumsegment,
und 0N die Standardabweichung des Mittelwertes von N. N/N ~ 0.5 ergibt
sich erst bei einem Beobachtungsradius von 100 MLj, was der Gréfle des Super-
haufens ,, Virgo“, zu dem auch die Milchstrafle gehort, entspricht. Zum Vergleich:
Unsere Milchstraie hat einen Durchmesser von etwa 30 kpc oder 100 kL;j.

1.1.2 Olbers Paradoxon

Nach Newtons Gravitationstheorie ziehen sich massive Korper an, was bei einem
endlichen Universum dazu fithren wiirde, dafl dieses unter der Gravitationsan-
ziehung kollabiert. Dies wurde aber nicht beobachtet, und Newton begriindete
diese Stabilitdt durch ein unendliches Universum: Die weiter auflen liegenden
Sterne heben die Gravitationskrifte im Inneren auf.

In einem unendlichen Universum gébe es aber auch unendlich viele Sterne, die
insgesamt unendlich hell leuchten wiirden. Unsere Néchte wéren so hell wie die
Sonne, und die Temperatur so hoch wie auf deren Oberfliche. Wilhelm Olbers
(1758-1840) formulierte dieses Problem im Jahre 1823.

Nehmen wir an, die Anzahl der Sterne mit der durchschnittlichen Leuchtkraft
L sei N und ihre durchschnittliche Dichte in einem Volumen V sei n = N/V.
Mit der Sternenoberfliche A = 47r? ergibt sich die Helligkeit dieses Sterns zu

® = L/4nr? . (1.1)

Die Anzahl der Sterne in einer Kugelschale mit dem Radius r und der Dicke
dr?ndr. Es folgt somit fiir die gesamte Strahlung

[e.e] o0
/ 4rr?n®Dr = / nLdr =00 . (1.2)
0 0

Fiir unser Universum folgern wir daraus, daf3 es enlich ist, da keine unendlich
grofle Strahlung vorherrscht.

1.2 Kosmologische Einheiten

Auch in der Kosmologie wird héufig die in der Teilchenphysik verwendete Kon-
vention
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Einheit Symbol Wert
Lichtgeschwindigkeit c 299 792 458 m/s
Lichtjahr Lj 0.3066pc = 0.946 - 10'6 m
Parsec pc 3.261Lj = 3.085677 - 106 m
Sonnenluminositit Lo 3.826-10%6 J/s
Sonnenmasse Mg 1.989 - 1030 kg
Radius Sonnendquator Rg 6.960 - 10° m
Hubble-Parameter Hy 100 hkms—! Mpc—!

h 0.5-0.85
Gravitationskonstante G 6.67259 - 10~ m3 /kg s
Planck’sche Konstante 7 6.582122 - 10~**MeV s
Planck’sche Masse Mp = \/he/G  1.221-109GeV /c?
Planck’sche Zeit tp =+/RG/c5  531-107% s
Boltzmann-Konstante — k 8.617-107° eV/K

Krit. Dichte des Univ. po = 3HZ/87G 2.8 - 1011 h2M /Mpc? =
10.6 h2GeV /m?

Tabelle 1.1: Kosmologische und Astrophysikalische Konstanten

h=k=c=1
verwendet. Die Energie £ = mc? wird in GeV, bzw. E = kT in K angegeben.
1GeV =108K=18-10"%g
Die iibliche Léngeneinheit in der Kosmologie ist das Lichtjahr

1Lj=c-1a~9.45-10"m

fiir kurze Distanzen.

Weitere wichtige kosmologische und astrophysikalische Konstanten sind in Ta-
belle 1.1 aufgefiihrt.

1.3 Gesetz von Hubble

In den 20er Jahren mafl Edwin P. Hubble (1889-1953) die Rotverschiebung
von 18 Spiralgalaxien mit bekanntem Abstand, und konnte so auf deren Ge-
schwindigkeit schlieffen. Die Erwartung fiir ein statisches Universum war, dafl
sich die Galaxien mit zufillig verteilten Geschwindigkeiten bewegen. Er ent-
deckte jedoch, dafi deren Fluchtgeschwindigkeiten v linear mit dem Abstand r
zunahmen (Abb. 1.1), was auf ein dynamisches Universum hindeutete.
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W -
= -g;'_'
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Abbildung 1.1: Hubble-Diagramm und graphische Darstellung des Hubbelschen
Gesetzes

Dies ist das Hubblesche Gesetz mit dem Hubble-Parameter Hy. Da H = H(t)

indiziert man den momentanen (zur Zeit to) Wert mit einer 0.

Seit Hubbles Entdeckung wurde dieses Gesetz durch Beobachtungen an 30000
Galaxien verifiziert. Wahrend man anfangs noch Werte um 500 kms~! Mpc ™!
angab, ist man heute bei Werten zwischen 40 und 100 kms~! Mpc~! angelangt.
Leider hat Hj also immer noch einen Faktor 2 Unsicherheit. Daher wird zur
formalen Beschreibung ein Parameter h mit 0.4 < h < 1 eingefiihrt:

100 A km

Hy = s Mpe (1.4)
Eines der Probleme bei der Messung der Hubble-Expansion ist beispielsweise,
wie weit das lokale Feld, d.h. unsere nihere Umgebung (bis um die 100 Mpc),
durch die unregelméflige Verteilung der Galaxien beeinflufit wird. Eine genauere
Bestimmung der Entfernungsleiter erhofft man sich von den Beobachtungen mit
dem Hubble-Space-Telescope (HST) , sowie Aufschliisse iiber den Wert von Hy
durch Untersuchungen von Gravitationslinsen, Supernovae und dem Sunyaev-
Zeldovich-Effekt im Zusammenhang mit der Rontgenemission von Galaxien.

Aus Gl (1.3) und (1.4) sieht man, dafl der Hubble-Parameter die Dimension
einer inversen Zeit hat. Die charakteristische Zeitskala fiir die Expansion des
Universums ist deshalb die Hubble-Zeit

= Hy' =980 10%. (1.5)

In dieser Zeit 7y bewegte sich das Licht um den Hubble-Radius

rg = T = 3000k~ Mpe. (1.6)



1.3. GESETZ VON HUBBLE 15

1.3.1 Relativistische Rotverschiebung

Die von einer Galaxie ausgesendete Strahlung der Wellenlénge A5 wird durch
deren Eigengeschwindigkeit dopplerverschoben (Abb. 1.2). Bewegt sich diese
von uns weg (B) sehen wir eine Rotverschiebung Agps > Apest- Kommt sie auf
uns zu (A) mifit man eine Blauverschiebung. Am Punkt C stellt man kaum einen
Unterschied fest. Ist die Geschwindigkeit v der Galaxie gro§ (v > 0.8 ¢) muf zur
Berechnung der Rotverschiebung z die spezielle Relativitédtstheorie angewendet
werden.

Abbildung 1.2: Diese Skizze dient zur Veranschaulichung der Dopplerverschie-
bung

Da d7? lorentzinvariant ist, hat es denselben Wert im System einer bewegten
Quelle (d7'2). Die Periodendauer der Strahlung einer ruhenden Quelle sei dr =
dt = 1/Vpest Mit Vypest = ¢/ Arest- Bewegt sich diese mit der Geschwindigkeit v
in 2’-Richtung mift man auf der Erde eine Periodendauer dt’.

Mit dem Quadrat der vierdimensionalen Raumzeit-Distanz

ds® = 2dr? = A2dt? — da? — dy? — d2? = 2dt? — d|r?, (1.7)

auf das wir im Kapitel 2.1 nidher eingehen werden, folgt somit

dr’ =dr = dt = /dt'2 — dz'2/c® = /1 — (v/c)2dt’. (1.8)

Die zeitlichen Koordinaten sind also durch die Lorentztransformation
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dt’ = _ At (1.9)
1—(v/c)?
verkniipft. Betrachten wir jetzt die Dopplerverschiebung. Dazu nehmen wir
an, dafl sich die Strahlungsquelle in Abbildung 1.2 mit der Geschwindigkeit
v von uns weg bewegt (B). Im Zeitintervall d¢’ hat sich die Entfernung Quelle—
Beobachter dann von cdt’ auf (¢ 4+ v)dt’ vergréfert. Die gesamte gemessene
Periodendauer im terrestrischen Labor ist somit

1 (L+0/c)
At ==(c+v)dt' = (1+v/c)dt’ = ——=dt. 1.10
et )t = (Lt vfe)i = S (110
Die Rotverschiebung ist definiert als
y = >\obs - Arest _ >\obs 1 (1.11)

)\rest Arest

z =0 {(Stern in Ruhe)}

e

7000

5000

Wellenlange (Angstrém)

Abbildung 1.3: Das erste Absorptionsspektrum ist das eines ruhenden Sternes.
Bei z=0.1 bewegt sich der Stern mit etwa zehn Prozent der Lichtgeschwindigkeit
vom Beobachter weg. Noch deutlicher zu erkennen ist die Rotverschiebung im
dritten Fall. Hier hat der Stern etwa 75 Prozent der Lichtgeschwindigkeit.

Somit ergibt sich fiir das Verhéltnis der Wellenldngen

14z Aobs _ Vrest _ At (1+wv/c)

Arest Vobs - a - /1= (’U/C)2.

Fiir nicht-relativistische Geschwindigkeiten v < ¢ folgt:

(1.12)

z~vfe . (1.13)
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relativ., G1.(1.8)

nichtrel., GL. (1.9)

1 1 1

3  log d/Gpc

+ GroBe des
sichtbaren Universums

Abbildung 1.4: Rotverschiebung z in Abhéngigkeit von r

1.3.2 Abstandsmessungen

Die gesamte Entfernungsskala im Universum ist pyramidenférmig aufgebaut
(, Entfernungsleiter®). Wahrend trigonometrische Methoden zur Erforschung
unserer ndheren Umgebung ausreichend sind, benétigt man fiir groflere Ent-
fernungen spektroskopische Methoden.

Ein entscheidendes Bindeglied zwischen geometrischen und spektroskopischen
Methoden ist der Hyaden-Sternhaufen in etwa 50 pc Entfernung, da seine Ent-
fernung auf beide Arten ermittelt werden kann.

Als Entfernungseinheit hat sich das Parsec (pc ist die Abkiirzung fiir Paralla-
xensekunde) durchgesetzt. Es ist dies die Entfernung, aus der der Erdbahnra-
dius unter einem Winkel von 1 Bogensekunde erscheint. Fiir den Winkel 7, den
Durchmesser der Erdumlaufbahn d und den Abstand zum beobachteten Objekt
r gilt sinm = d/(2r) .

1”2 1pc = 3.26 L]

Eine trigonometrische Methode zur Entfernungsbestimmung ist die Paralaxe.
Dies ist in der Astronomie die scheinbare Verschiebung eines Objekts, aufgrund
der Rotation der Erde um die Sonne, gegeniiber sehr viel weiter entfernten
Sternen. In Abb. (1.5) ist dies am Beispiel Proxima Centauri, der nichste Stern
nach der Sonne, veranschaulicht.

Alle spektroskopischen Methoden beruhen letztendlich auf der Bestimmung ei-
ner absoluten Helligkeit M, mit der man mittels der beobachteten scheinbaren
Helligkeit m durch das Entfernungsmodul

M =m — 5log( ) (1.14)

r
10 pc
die Entfernung bestimmen kann (interstellare Absorptionseffekte sind hier nicht
berticksichtigt). Hat ein massiver Stern etwa 10% seines Wasserstoffs verbrannt,
erreicht er eine Zone, in der er pulsationsinstabil werden kann. Eine Klasse dieser
Pulsationsinstabilen sind die Cepheiden , benannt nach dem ersten Vertreter
dieser Art, 6 Cephei. Typische Pulsationsperioden liegen zwischen 2 und 150
Tagen (Abb. 1.6). Schon 1907 stellte Henrietta S. Leavitt fiir Cepheiden eine
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Erde im - Erde im
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Abbildung 1.5: Die scheinbare Verschiebung eines nahen Sterns von A nach B
zwischen Januar und Juli ergibt die doppelte Paralaxe. Beobachtet wird dabei
im Abstand von sechs Monaten. Die Entfernung des Sternes ist gleich dem
mittleren Radius der Erdbahn dividiert durch den Paralxenwinkel. Der Stern
Proxima Centauri hat eine Paralaxe von von 0.8 Bogensekunden und damit
eine Entfernung von 1.3 Parsec oder etwa vier Lichtjahre.

Korrelation zwischen der Pulsationsdauer P und der absoluten Helligkeit im
V-Band (550 nm) fest. Heute gilt:

My =a—0blogP +c¢(B-V) a,b, c = const. (1.15)

Helle Sterne, d.h. My ist stark negativ, bedeuten nach Gl. (1.1) einen kleinen
Radius. Diese Sterne haben eine geringe Dichte an der Oberfliche und damit
auch eine grofle Pulsationsperiode. Aus Untersuchungen in unserer Milchstrafle
kennt man die Abhéngigkeit der absoluten Helligkeit von der Pulsationsdauer
der verdnderlichen Cepheiden relativ genau und kann so durch Beobachtung
dieser Verdnderlichen in anderen Galaxien auf deren Entfernung schlieflen.

Desweiteren kann man noch die Eigenschaft nutzen, dal die hellsten Sterne einer
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Abbildung 1.6: Das linke Diagramm zeigt die Helligkeitsénderungen eines pul-
sierenden Sternes. Im rechten Diagramm hat der Astronom Harlow Shapley
die gemessenen Leuchtkrifte von Cepheiden gegen ihre Periode aufgetragen
und eine Gerade erhalten, die zeigt, dafl die Leuchtkraft bei lingerperiodischen
Verdnderlichen hoher ist.

Galaxie jeweils &hnliche Leuchtkréfte haben. Damit kann man via Hertzsprung-
Russell-Diagramm (Abb. 1.7) deren Leuchtkraft — die durch die Buchstaben
OBAFGKMRNS (,,Oh Be A Fine Girl Kiss Me Right Now Sweetheart®) klassi-
fiziert wird — und somit aus der Helligkeit den Abstand bestimmen. Je kleiner
My ist, desto heller scheint der Stern. Man erkennt bestimmte Haufungsberei-
che. Neben der Hauptreihe («), auf der die wasserstoffbrennenden Sterne liegen
(Sonne ®), gibt es die Gebiete der Roten Riesen () und die der Weilen Zwer-
ge (), ein Endstadium der Sternentwicklung. Fiir grofie Entfernungen miissen
diese sekundéren Entfernungsindikatoren jedoch zuvor mit den priméren ,,Stan-
dardkerzen“ (Cepheiden, LL-Lyrae-Sterne, Supernovae Typ Ia) geeicht werden.
Dies fiithrt natiirlich dazu, dafl sich die Fehler fiir immer grofiere Entfernun-
gen aufsummieren. Daher hat die Messung der Hubble-Konstanten noch relativ

Entfernung zur Sonne 8157
Entfernung zum néchsten Stern (o Centauri) 1.3 pc
Dicke der Milchstrafle 0.3 kpc
Entfernung zum galaktischen Zentrum 8 kpc
Radius der Milchstrafle 12.5 kpc
Entfernung zur nichsten Galaxie (LMC) 55 kpc
Entfernung zum Andromeda Nebel (M31) 770 kpc
Grofle von Galaxienhaufen 1-5 Mpc
Entf. zum Zentrum des nichsten Superhaufens (in Virgo) 20 Mpc/h
Grofle von Superclustern > 50/h Mpc
Hubble Radius 3000/h Mpc

Tabelle 1.2: Kosmologische Absténde und Dimensionen
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grof3e Fehler.
Zusammenfassung;:

1. Kleine Abstinde: Parallaxenbestimmung (J#hrliche Parallaxe, Tégliche
Parallaxe)

2. Mittlere Abstinde: Primére Entfernungsindikatoren (Standardkerzen) wie
Cepheiden und Supernovae Typ Ia

3. Grofle Abstinde: Sekundire Entfernungsindikatoren wie die Leuchtkraft
der hellsten Sterne einer Galaxie

+5
+10

20000 T/K

Abbildung 1.7: Schema eines Hertzsprung-Russell-Diagramms, d.h die absolute
visuelle Helligkeit My ~ Leuchtkraft als Funktion der Temperatur.

1.4 Expansion des Universums

1.4.1 Expansion nach Newton

Die Schliisselfrage in der Kosmologie ist, ob das Universum als Ganzes ein Gra-
vitationssystem ist, in dem die Expansion eines Tages zum Stillstand kommen
wird. Nutzen wir zunéchst die Newtonsche Mechanik, um uns dieser Frage an-
zunéhern.

Betrachten wir dazu eine Galaxie der Masse m¢ im Abstand r zum Zentrum
einer homogenen Massenverteilung der Dichte p und Masse M = %71’7"3[). Das
Gravitationspotential der Galaxie ist

GMmg 4

U= = —?Gmgpfr2 , (1.16)

r

wobei G die Gravitationskonstante ist. Die Galaxie beschleunigt mit der Radi-
albeschleunigung

P=——=——Gpr (1.17)
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auf das Gravitationszentrum zu. Es folgt somit das Newtonsche Gravitations-
gesetz

GMmg
r2

F=— (1.18)

Die negativen Vorzeichen driicken die Anziehung der Gravitation aus. Die kine-
tische Energie einer Galaxie der (trdgen) Masse m, die sich in einem expandie-
renden Universum mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist nach dem Hubbleschen
Gesetz

1 1
T= imv2 = QmHSTQ. (1.19)

Wegen der Aquivalenz der schweren und triigen Masse (siehe Kapitel 3.2) gilt
mqg = m. Die Energie ergibt sich somit zu

1 4 1 4
E=T+U = imngz — ?WGmpr2 = mr? <2Hg - ;Gp> (1.20)
Bei der kritischen Dichte
3H?
. = 20 1.21
pe= g~ (1.21)

ist £ =0, die Expansion kommt zum Erliegen.

Die Variablen r und p sind zeitabhingig. Daher werden ihre momentanen Werte
mit dem Index 0 ausgedriickt. Der Radius des Universums ist unbekannt. Aus
diesem Grund ist es zweckméaflig, einen Skalenfaktor S einzufiihren.

() _ S e _ (S
K— S o (S(t)) (1.22)

Aus den Gleichungen (1.17) und (1.22) folgt

%:HOZ\/%Gpoc\/ﬁocS(t)*%. (1.23)

Fiithren wir die Proportionalitdtskonstante k ein und losen nach S auf:

dS(t)
Sdt

Eine Variablenseparation und die Integration bis zur Gegenwart tg

So 1 to _
/ Szds—/ kdt (1.25)
0 0

So = kt/?. (1.26)

3

—k-S@t) 2Tl =kS~

N|=

(1.24)

fithren zu
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1.4.2 Dichteparameter (),

Wir fithren den dimensionslosen Dichteparameter ein:

_po _ 8mGpo
Pe 3H0
Ein Universum mit der Dichte pg = p., also Qg = 1 wird kritisch genannt. Ist
Qo > 1 spricht man von einem geschlossenen, bei (g < 1 von einem offenen
Universum. Abbildung 1.8 veranschaulicht die Expansion.

(1.27)

R Qp <1
Q=1
/ Qo >1
Tt

Abbildung 1.8: Einfluf} des Dichteparameters €y auf die Expansion des Univer-
sums

1.4.3 Bremsparameter ¢

Fiihren wir nun den Bremsparameter ¢q ein:

g =-222 = . (1.28)

Die Rotverschiebung Gl. (1.11) kann dann in erster Niherung ausgedriickt wer-
den durch

1 _
2= 1==1 & (1—Ho(t—to)—iqoﬂg(t—to)% 1

Q

1
Ho(t —to) + (1 + 5qo)Hg(t —tg)?
1
= Hyr/c+ (§qo)(Hg7"/c)2.
Invertierung ergibt

1
Hog ~ 2t (- q0)2. (1.29)

Der erste Term der rechten Seite ergibt das lineare Hubblesche Gesetz. Der zwei-
te Term driickt die Abweichung von der Linearitét in der ersten Ordnung aus.
Der Wert gy = 1 bedeutet keine Abweichung. Aufgrund von Materieanhdufun-
gen beobachtet man selbst in der ndheren Umgebung eine Abbremsung der
Expansion.
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1.4.4 Altersbestimmung des Universums

Die géngigen Weltmodelle verlangen, dal das Weltall seine jetzige Entwicklung
aus einem Zustand extremer Konzentration, mit R ~ 0 begonnen hat. Von
diesem Anfangszustand hat es sich explosionsartig, im sogenannten Urknall,
auszudehnen begonnen, und diese Expansion dauert auch heute noch an, wenn-
gleich sie inzwischen weitgehend abgebremst ist.

i S
So

- - t

T0 -—»

Tuni

Abbildung 1.9: Lineare N&herung von S(t)

In Abbildung 1.9 ist der kosmische Skalenfaktor S(t) iiber der Zeit t skizziert.
Der heutige Wert der Hubble-Konstanten H (ty) = Hp entspricht der Tangente
an S(t) fiir den jetzigen Zeitpunkt ¢ = 9. Wére die Expansion unbeschleunigt
erfolgt, also S(t) = 0, bzw. S(t) = kt, so hiitte sie wegen H = % = 1 vor der
Hubble-Zeit begonnen.

Da aber die Expansion durch die gegenseitige Gravitationsanziehung der Mas-
sen abgebremst wurde (S(¢) < 0), ist tatséchlich 79 nur ein oberer Grenzwert
fiir die seit der Expansion vergangene Zeit T,y;. Setzen wir Gl. (1.26) in

S(t)
Hy ="+~ 1.30
0= 50 (1.30)
ein, so ergibt sich
2 ~16-10% (1.31)
T = —/ ~ . . .
*~ 3H,

Dieser Wert stimmt anndhernd mit Altersbestimmungen iiberein, die man fiir
die &ltesten astronomischen Objekte durchgefithrt hat.

1.5 Ubungen

1. Der Radius der Galaxie ist 3-10?°m. Wie schnell muf} ein Raumschiff flie-
gen, um sie in an Bord gemessenen 300 Jahren zu durchqueren? Driicken

Sie das Ergebnis in v =1/4/1 — (v?/c?) aus.
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. Quasistellare Objekte strahlen mit einer Dopplerverschiebung der Grofie

2= (Aobs — A)/A = 1.95, wobei A die von einem Beoabachter gemessene
Wellenlénge ist. Dieser sei relativ zur Strahlungsquelle in Ruhe. Berech-
nen Sie mit diesem Ergebnis die Geschwindigkeit, mit welcher sich die
Objekte relativ zu uns bewegen. Wie weit sind sie entfernt, wenn sie dem
Hubbleschen Gesetz gehorchen?

. Ein Beobachter sieht ein Raumschiff aus dem Westen (W) mit der Ge-

schwindigkeit 0.6 ¢ und eines aus dem Osten (E) mit 0.8 ¢ auf ihn zukom-
men. (W) sendet ein Signal mit 10* Hz im Inertialsystem des Raumschiffs.
Mit welcher Frequenz empfingt dies der Beobachter? Welche Frequenz
mifit (E), wenn der Beobachter das Signal instantan und unverdndert
weiterleitet?

. Wenn (E) aus voriger Aufgabe das Signal als dopplerverschoben interpre-

tiert, was wiirde es iiber die Relativgeschwindigkeit zwischen (W) und (E)
schlieBen kénnen? Zeigen Sie, daf diese (vi + v2)/(1 + viva/c?) betrigt,
wenn v; und vy die von einem auflenstehenden beobachteten Geschwin-
digkeiten sind.

. Eine Quelle emittiert Blitze der Frequenz 10 Hz. Diese werden an ei-

nem Spiegel reflektiert, der sich mit der Geschwindigkeit 10 km/s von der
Quelle entfernt. Wie grof3 ist die Frequenz der an der Quelle beobachteten
reflektierten Strahlung?

. Benutzen Sie Gl. (1.5) um die mittlere freie Weglénge ¢ von Photonen zu

bestimmen. Welcher Teil der von den Sternen bis zu einem Abstand von
z = 4.9 emittierten Photonen erreichen die Erde?



Kapitel 2

Die Metrik der Raumzeit

2.1 Minkowski-Metrik

Newton beschrieb die physikalischen Gesetze in einem flachen euklidschen Raum.
Er konnte jedoch nicht sagen welches das Inertialsystem ist, das sich in Bezug
auf einen absoluten Raum in Ruhe befindet. Riemann erkannte schlieSlich, dafl
die euklidsche Geometrie lediglich eine spezielle Losung des flachen Raumes
ist. Mach forderte dann, daffl man das Konzept des absoluten Raumes aufge-
ben miifite, was durch Finstein schliellich verwirklicht wurde. Er ersetzte den
dreidimensionalen flachen euklidschen Raum durch den vierdimensionalen ge-
kriimmten Minkowskiraum.

Der Weg, den ein freies Teilchen in einem dreidimensionalen Raum zuriicklegt,
kann nach Newton durch die Koordinaten x(t),y(t), z(t) beschrieben werden.
Die Zeit t ist hierbei keine Koordinate, sondern ein absoluter Parameter. Die
Geodite, die kiirzeste Entfernung zwischen zwei Punkten, ist eine Gerade.

di? = da? + dy? + dz? (2.1)

In der speziellen Relativitétstheorie wird der Weg eines Teilchens, seine Welt-
linie, durch die vier Funktionen x(7),y(7), 2(7), t(7) beschrieben. Die Absolut-
zeit T ist invariant unter der Lorentz-Transformation. Die Beschreibung erfolgt
durch die Minkowski-Metrik in kartesischen Koordinaten

ds? = 2dr? = Adt? — dz? — dy? — d2? = 2dt? — d|r]? (2.2)
und in Kugelkoordinaten
ds? = ?dt* — di? = A2dt? — dR? — R?d#* — R?sin? Ad¢>. (2.3)
Die Geodite ist gegeben durch

d?t d’R

Die Oberfléche einer Kugel mit Radius S ist

25
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Abbildung 2.1: Die Winkelsumme in einem Dreieck ist bei positiver Kriimmung
grofler als 7 (linkes Bild), bei negativer Kriitmmung kleiner (rechtes Bild).

S% = 2% 4y + 22 (2.5)

Aus (2.1) und (2.5) ist ersichtlich, dafl eine dritte Koordinate, beispielsweise z
substituiert werden kann:

(zdx + ydy)?
52 — 32 42
Diese Metrik beschreibt die Entfernungen auf einer zweidimensionalen Ober-

fliche im dreidimensionalen Raum. S ist keine dritte Koordinate, sondern eine
vom Ort unabhingige Konstante! Fiir die Geodéten auf dieser Kugel gilt jetzt

di? = d2? + dy* + (2.6)

di? = R*d0* + R*sin® 0d¢® = ( d0 d¢ )g< SZ > , (2.7)

mit der Metrik

R? 0
g—( 0 RQSin29> ‘ (2:8)

Die Winkelsumme in einem Dreieck betrégt m in einem dreidimensionalen fla-
chen Raum. In einem gekriimmten Raum kann dieser grofier (positive Kriimmung)
oder kleiner (negative Kriimmung) sein (Abb. 2.1). Carl Friedrich Gauss (1777
1855) beschrieb die Grofle der Kriimmung des Raumes durch die sogenannte
Gausssche Krimmung

1
K=—"-—+". 2.9
Ral0) Ry o) (29
R ist der Kriimmungsradius in x-, bzw. y-Richtung. Betrachten wir nun drei
rdumliche Koordinaten, so miissen wir von der zweidimensionalen Flache im

dreidimensionalen Raum zur dreidimensionalen Hyperfidche

S? =2 +y?* + 27 + w? (2.10)

im vierdimensionalen Euklidschen Raum iibergehen. Dieser hat neben den Ko-
ordinaten z,y, z eine vierte fiktive Raumkoordinate w. Aus (2.1) und (2.10)
folgt
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Abbildung 2.2: Das Ballonmodell zeigt anschaulich, wie sich das Universum in
alle Richtungen auf die gleiche Weise ausdehnt.

(zdz + ydy + 2dz)?

dl2 :d$2+dy2+dz2+ 52_$2_y_2 _22 , (211)
oder in Kugelkoordinaten
S2dR? )
di? = T R?d0* + R?sin? 0d¢* . (2.12)
2.2 Robertson-Walker-Metrik
Die Gausssche Kriimmung im vierdimensionalen Euklidschen Raum ist
k
K= ook (2.13)

Der Krimmungsparameter k kann die Werte +1, 0, -1 annehmen und gibt die
Form des Raumes, ndmlich sphérisch, flach oder hyperboloidisch an (Abb. 4.2).

Fiihren wir in Gl. (2.12) die Zeitkoordinate ¢ und den Kriimmungsparameter
k ein, und ersetzen wir R durch das dimensionslose Verhiltnis ¢ = R/S, so
erhalten wir die 1934 von Howard Robertson und Arthur Walker hergeleitete
Metrik

do?
1—ko?

ds? = 2dt? — di? = Adt? — §2 ( + 0%d#?* + o? sin? 8d¢> . (2.14)

2.2.1 Mitbewegende Koordinaten

Der Kriimmungsparameter k£ kann beliebige Werte annehmen, welche durch ei-
ne Skalierung von ¢ aber immer auf -1, 0, +1 gebracht werden kénnen.
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Betrachten wir einen Ballon, der im dreidimensionalen Raum aufgeblasen wird
(Abb. 2.2). Die nach dem Aufblasen vergréierte Entfernung AB ist proportio-
nal zur urspriinglichen. Ein Beobachter in einem beliebigen Punkt auf dem Bal-
lon wird alle anderen Punkte als sich von ihm entfernend sehen. Nach Gl. (2.5)
kann dies dadurch ausgedriickt werden, da8 der Radius S = S(t) eine Funktion
der Zeit ist. Alle Entfernungen skalieren mit S(t) beziiglich einer Startzeit ¢y,
zu der der Radius zu S(tp) = 1 definiert wurde. Dies entspricht der Beobach-
tung, dafl sich alle Galaxien von uns wegbewegen. Wenn das Universum also zu
einer Zeit homogen und isotrop ist und es der Robertson-Walker-Metrik (2.14)
gehorcht, dann wird es immer homogen und isotrop bleiben, da eine Galaxie am
Punkt (0,0, ¢) immer dort bleiben wird, weil S(¢) unabhéngig davon mit der
Zeit hinwegskaliert. Wir kénnen daher do = df = d¢ = 0 setzen und erhalten

ds? = Adt. (2.15)

Mann nennt dies mitbewegendes System, respektive mitbewegende Koordinaten.
Erscheint einem Beobachter, der in einem solchen System ruht, das Universum
homogen, ist es gleichzeitig auch isotrop. Ein Beobachter mit einer relativen Ge-
schwindigkeit in einem sich mitbewegenden System sieht diese Isotropie nicht
mehr.

Integrieren wir die Robertson-Walker-Metrik iiber di mit den Grenzen 0 und [
ergibt sich

7 d

[ = S(t)/ S — (2.16)
0 1—ko?

Man sieht also, daf} eine Distanz [ vom Kriimmungsparameter k abhingt. Fiir

den flachen Raum mit k = 0 ergibt sich wie erwartet | = So, was nicht be-

schrénkt ist. Ein flaches Universum ist daher immer offen.

Fiir k = +1 ergibt das Integral | = Ssin~! o, bzw. o = sin(l/S).

Eine Reise zur Entfernung 7S fiithrt also wieder zum Ausgangspunkt zuriick,
das Universum ist geschlossen.

Aus dem hyperboloidischen Fall k = —1 folgt | = Ssinh™! o, bzw. o = sinh(l/S5).
Da [ unbegrenzt groffer werden kann, handelt es sich hier wieder um ein offenes
Universum.

Die zeitliche Ableitung von Gl. (2.16) ist

. 7 do S(t)
v:l:S(t)/O A S(t)l’ (2.17)

da o zeitlich konstant ist. Die Fluchtgeschwindigkeit ist also proportional zum
Abstand. Aus dem Hubbleschen Gesetz folgt
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H(t) =222 (2.18)

Analog zum Hubble-Radius rg, den ein Lichtstrahl im flachen Raum in der
Hubble-Zeit 7 zuriicklegt, bewegt sich das Licht in einem durch die Robertson-
Walker-Metrik beschriebenen Raum auf der Geodiite ds? = 0.

Ist ds? in GI. (2.2) positiv, so ist dies gerade das Quadrat des Eigenzeitinter-
valls Gl. (3.9), das zwischen den Ereignissen liegt - als das Qauadrat der Zeit,
die eine Uhr anzeigt, wenn sie in einem Bezugssystem ruht, in dem diese Ereig-
nisse nacheinander am selben Ort stattfinden. Ein solches Raum-Zeit-Intervall
heiBt zeitartig . Falls ds? negativ ist entspricht dies dem negativen Quadrat des
Eigenabstandes, also des Abstandes, der sich in einem Bezugssystem ergibt, in
dem die Ereignisse gleichzeitig an verschiedenen Orten stattfinden. Ein solches
Raum-Zeit-Intervall bezeichnet man als raumartig. Der Fall ds? = 0 wurde oben
schon angesprochen. Das Intervall ist lichtartig.

maxr

Weltlinie

Ereignishorizont

Teilchenhorizont

Abbildung 2.3: Lichtkegel in der Raumzeit. Die Bahn eines Koérpers der sich
in der Raumzeit bewegt, wird Weltlinie genannt, welche sich immer inner-
halb des Zukunft-Lichtkegels (3) befindet. Alle Punkte der Weltlinie sind zeit-
artig (b). Es konnen keine raumartigen (a) Signale empfangen werden. Der
Vergangenheits-Lichtkegel () wird durch den Teilchenhorizont bei t,,;, be-
grenzt. Ein Ereignis auf dem Ereignishorizont, welcher den gegenwértigen Raum
begrenzt, kann erst zu einer zukiinftigen Zeit ¢,,,, gesehen werden.

Definieren wir nun den Teilchenhorizont o, (Abb. 2.3) als die groBtmogliche
mitbewegende Entfernung, aus welcher uns ein zur Zeit ¢ = 0 emittierter Licht-
strahl erreichen kann. Diese gibt die Grofle des kausal in Kontakt stehenden
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Teils des Universums an, der von einem Beoabachter zur Zeit ¢ gesehen werden
kann. Mit ¢ = 0 und ¢y folgt aus der Robertson-Walker-Metrik

op do o dt
—— = — =Y. 2.19
[ e sm=r 219
Fiir o, ergibt sich somit
siny : k=41

op = X : k=0 (2.20)
sinhy : k=-1

Falls k£ > 0, ist der Abstand zum Teilchenhorizont zur Zeit ¢

rp = S(t)op. (2.21)

Bei k = 0 und S(t) = S entspricht r, dann dem Hubble-Radius rg = ¢/Hy. Bei
einem offenen Universum mit k£ = —1 gilt diese Interpretation nicht mehr.

Analog kann der Ereignishorizont o, als am weitesten entferntes Ereignis de-
finiert werden. Diese Weltlinie mufl zu einer endlichen zukiinftigen Zeit t,,qz
unsere Weltlinie schneiden kénnen.

Oe do tmaz ¢
—— =c — 2.22
| el sw (222)
2.3 Das Prinzip der Kovarianz
Ublicherweise schreibt man die Robertson-Walker-Metrik in der Form
ds? = g datdx”, (2.23)

wobei nach der Einsteinschen Summenkonvention iiber doppelt vorkommen-
de Indizes aufsummiert wird. Griechische Buchstaben werden i.A. bei vier Di-
mensionen z*, u = 0,1,2,3, und rémische bei drei Dimensionen z¢,i = 1,2,3
benutzt. Die g,, sind die Komponenten einer 4 x 4-Matrix, dem sogenannten
Metrischen Tensor. Ein d-dimensionaler Tensor vom Rang r hat d" Komponen-
ten. r = 1 entspricht also einem Vektor, und r = 0 einem Skalar. Ein Beispiel
fiir einen Tensor vom Rang 2 ist das Kronecker-Delta d,,,.

Da orthogonale Koordinatensysteme immer diagonale metrische Tensoren be-
sitzen, folgt fiir die Elemente der Robertson-Walker-Metrik (2.14)

52 .
goo=1, gn= Tl kgl go22 = —520'2, g33 = —5%625in%6 . (2.24)

Analog gilt fiir die Minkowski-Metrik (2.2)

mo=1, m;=-1 j=1,2,3 . (2.25)
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Es sei ¢ = 1. Die Nullkomponente des Viererimpulses P = (E,p ) ist die Energie
E, weshalb das Skalarprodukt

E2
2 2 2 2 2 _ (.2
P ZWMVPMPV:CT_IJ =m-c p” = |p?| (2.26)
invariant unter Raumtransformation ist, d.h. der Term mc? ist in jedem Inerti-
alsystem gleich. Fiir ein Teilchen in Ruhe, also p = 0, folgt:

E=mc . (2.27)

Das zweite Newtonsche Gesetz in nicht relativistischer Form F = ma = mo = p
ist zwar invariant in Inertialsystemen, nicht jedoch in beschleunigten Bezugssy-
stemen. Das Ziel ist es, Grossen zu finden die in jedem beliebigen Bezugssystem
die gleiche Gestalt haben. Diese Forderung erfiillen Tensoren und damit auch
Vektoren. Physikalische Gesetze, die in allen Bezugssystemen gleiche Gestalt
haben, nennt man kovariant.

2.4 Ubungen

1. Beweisen Sie Newtons Theorem, daf3 die Gravitationskraft im Abstand R
einer kugelférmigen Materieverteilung genau der Kraft entspricht, welche
die Masse innerhalb einer Kugel mit dem Radius R ausiiben wiirde, wenn
sie in einem Punkt im Zentrum vereinigt wére. Zeigen Sie auch, dafl wenn
die kugelférmige Materieverteilung grofler wird als R, die Kraft, die von
der Materie auflerhalb R ausgeht, verschwindet.

2. Nehmen Sie an, dafi die Expansion des Universums mit ¢ = 1/2 kon-
stant abnimmt. Es werden zwei Galaxien in entgegengesetzter Richtung
beobachtet. Beide befinden sich im Abstand r. Wie grof} ist der maximale
Abstand, so dafl sie gerade noch in kausalem Kontakt sind? Geben Sie
das Ergebnis in Bruchteilen des Abstandes zu r, an. Wie grof} ist der
Teilchenhorizont des Beobachters?

3. Zeigen Sie, dafl der Hubble-Abstand rp = ¢/H mit der Radialgeschwin-
digkeit

i =c(l+q) (2.28)

abnimmt. Welcher Funktion der Zeit sollte der Skalenfaktor S(t) entspre-
chen, damit r(t) konstant bleibt?

4. Driicken Sie den Hubble-Parameter H (¢) als Funktion des Bremsparame-
ters qo und der Zeit ¢ aus.

5. Befindet sich die Kugelschale, die durch den Hubble-Radius 7z definiert
wird innerhalb oder auflerhalb des Teilchenhorizontes?
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6.

10.

11.

12.

KAPITEL 2. DIE METRIK DER RAUMZEIT

Die theoretische Auflosung eines Teleskops ist gegeben durch

A
=122— . 2.2
a=122% (2.29)

Nehmen Sie die Wellenléinge zu A = 8 x 10~7 m und den Spiegeldurchmes-
ser zu D = 5m an. Bestimmen Sie die gréfite Entfernung zu einem Stern,
der noch mittels der Parallaxenmethode vermessen werden kann.

Berechnen Sie, ob die folgenden Raumzeit-Intervalle grundsétzlich raum-
artiger, zeitartiger oder lichtartiger Natur sind.

(1,3,0,0)
e (3,3,0,0)
e (3,-3,0,0)
e (0,3,0,0)
e (3,1,0,0)

Die Supernova 1987A in der 170000 Lj entfernten Groflen Magellanschen
Wolke erzeugte einen Ausbruch von Antineutrinos 7., die mittels terrestri-
scher Detektoren beobachtet wurden. Sollten diese massiv gewesen sein, so
wiirde ihre Geschwindigkeit von ihrer Masse und ihrer Energie abhéngen.
Geben sie das Zeitintervall zwischen instantan angenommener Emission
und Detektion an. Zeigen Sie, dafi dieses im Grenzfall verschindender Mas-
sen gegen Null geht. Welche Information kann aus der Beobachtung, dafl
die Energien der Antineutrinos zwischen 7 und 11 MeV gelegen haben,
sowie daf} das Zeitintervall der Detektion 7s lang war, iiber die Masse der
Antineutrinos gewonnen werden?

Berechnen Sie die gravitative Rotverschiebung fiir die 769.9 nm-Linie des
Potassiums, welche von der Sonnenoberfliche emittiert wird.

Wie lautet die Metrik fiir einen isotropen und homogenen dreidimensio-
nalen Raum der Kriimmung —10~2m™2? Wie grof wire die Oberfliche
einer Kugelschale im Abstand 10 m vom Zentrum?

Gehen Sie von einem geschlossenen Universum mit Robertson-Walker-
Metrik und S = at aus. Eine Galaxie werde gleichzeitig aus gegeniiber-
liegenden Richtungen gesehen. Wann fand, beziiglich der heutigen mitbe-
wegenden Zeit, die Emission statt? Wie lange wiirde ein zur Zeit t = tg
emittierter Lichtstrahl brauchen, um das Universum zu durchqueren?

Der euklidsche Raum wird beschrieben durch
ds? = S%(d6? +sin? 0d¢?) . (2.30)

Berechnen Sie dafiir I'% ), mit i, k, { =1, 2 und 6 = 2!, ¢ = 22



Kapitel 3

Gravitation

3.1 Scheinkraft

Einstein stellte eine These auf, wonach sich Gravitationskréfte nicht von Kréften,
die Korper in einem beschleunigten Bezugssystem erfahren, unterscheiden soll-
ten. Bei einer wahren Kraft héngt die durch sie hervorgerufene Beschleuni-
gung gewohnlich von den spezifischen physikalischen Eigenschaften des jeweili-
gen Korpers ab. Beispielsweise ruft ein elektrisches Feld je nach Ladung eines
Korpers eine grofiere bzw. kleinere Kraft hervor. Scheinkréifte hingegen héngen
nur von Ort und Geschwindigkeit eines Korpers ab. Damit ist die Gravitations-
kraft also eine Scheinkraft.

3.2 Das Prinzip der Aquivalenz

Einstein suchte nach einem Gravitationsgesetz, welches die drei Konflikte zwi-
schen Newtons Gravitationsgesetz (Gl. 1.18)

e beinhaltet lediglich skalare Groflen, und ist somit nicht invariant,

e es enthilt keine Zeitabhéingigkeiten, so dafl Gravitationseffekte auch jen-
seits des Universums eine Rolle spielen miifiten,

e die gravitative Masse m¢g ist nicht mit der trigen Masse m in F = ma
verkniipft,

und der speziellen Relativitéitstheorie 16st.

Betrachten wir in einem Gedankenexperiment ein fensterloses Raumschiff, das
noch auf der Startrampe steht. Lassen wir in diesem einen Gegenstand fallen, so
wird dieser mit der Erdbeschleunigung g beschleunigt. Im zweiten Schritt soll
sich unser Raumschiff an einem absolut kriftefreien Punkt (z.B. am Lagrange-
Punkt zwischen Erde und Sonne) befinden. Werden jetzt die Raketenmotoren
mit entsprechender Leistung eingeschaltet, so erfihrt der Gegenstand im Raum-
schiff wiederum eine Beschleunigung g. Die Besatzung des Raumschiffes wird
keinen Unterschied der Beschleunigungskrifte feststellen konnen. Dies ist das
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Abbildung 3.1: Eine Lichtquelle in A strahlt horizontal auf den Punkt B. Ein
auflenstehender Beobachter sieht das Raumschiff mit der Beschleunigung g. Der
Lichtstrahl folgt fiir ihn also der Kurve C.

Prinzip der Aquivalenz. Die Astronauten kénnten also behaupten, auch im er-
sten Fall existierte keine Gravitation, sondern das Raumschiff hat sich beschleu-
nigt von der Erde wegbewegt. Wiirde jedoch zur gleichen Zeit genau auf der
gegeniiberliegenden Seite der Erde ebenfalls ein Raumschiff starten, so wiirden
diese Astronauten eine Beschleunigung in entgegengesetzter Richtung messen.
Der Grund dafiir ist, daB das Prinzip der Aquivalenz nur lokal in einem Raum-
segment gilt, in dem der gekriimmte Raum durch einen flachen Minkowski-
Raum angenéhert werden kann.

Lassen wir unser Raumschiff nun so beschleunigt auf die Erde zufliegen, daf
darin Schwerelosigkeit herrscht. Ein Lichtstrahl im Raumschiff wird sich gerad-
linig ausbreiten (Abb. 3.1), und die Astronauten werden daraus schliefen, daf3
sie sich in einem flachen Raum befinden. Fiir einen aulenstehenden Beobachter
bewegt sich das Raumschiff jedoch beschleunigt im Gravitationsfeld der Erde,
und der Lichtstrahl wird fiir ihn eine Parabelbahn zuriicklegen. Er wird daraus
schliefen, dafl entweder das Licht Gravitation verspiirt, also eine Masse hat,
beziehungsweise, da es sich ja immer auf einer Geodéte ausbreitet, der Raum
gekriimmt ist.

Die Probleme des Newtonschen Gravitationsgesetzes fithren zur Allgemeinen
Relativitatstheorie:

ART = Newton + Kriimmung
+ Druck
+ Relativititstheorie £ = mc?

Wir werden spéter die grundlegenden Experimente zur ART diskutiert.
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3.3 Licht im Gravitationsfeld

Nach der klassischen Physik und der speziellen Relativitdtstheorie ist die Fre-
quenz einer Welle als Kehrwert des Zeitintervalls zwischen aufeinenderfolgen-
den Wellenbergen gegeben - als Wert, den ein ruhender Beobachter im jeweils
betrachteten Bezugssystem mifit. In einem Gravitationsfeld (oder in einem be-
schleunigten Bezugssystem) kann diese Beziehung jedoch nicht mehr gelten. Die
Wellenberge bei Lichtwellen, die sich in einem Gravitationsfeld in z-Richtung
ausbreiten, folgen immer in gleichen Zeitabsténden, aber ihre Frequenz variiert
mit der Hohe.

Wir koénnen nun das Zeitintervall zwischen den Wellenbergen von Licht, das
bei einem speziellen atomaren Ubergang emittiert wird, als lokales Zeitmaf be-
trachten. Mit anderen Worten: Wir vereinbaren, dafl die Frequenz des Lichtes,
das bei einem bestimmten atomaren Ubergang emittiert wird, unabhéingig vom
ortlichen Gravitationspotential festgelegt werden soll. Diese Bedingung kann fiir
eine idealisierte Uhr (Frequenzstandard) erfiillt werden; zum Beispiel wiirde sich
ein winziges Pendel als Uhr eignen. Wegen des Aquivalenzprinzips laufen Uh-
ren, die im feldfreien Raum gleich schnell gehen, auch in einem Gravitationsfeld
im gleichen Takt, sofern sie sich an Orten mit gleichem Gravitationspotential
befinden. Da die Frequenz eines fallenden Photons zunimmt, sollten identische
Uhren allerdings bei verschiedenen Gravitationspotentialen nicht mehr gleich-
schnell gehen. Nur so 148t sich begriinden, dafl das Zeitintervall zwischen aufein-
anderfolgenden Bergen einer monchromatischen Lichtwelle nicht von der Hohe
im Gravitationsfeld abhingt, obwohl die Frequenz nachweislich mit der Hohe
variiert (etwa im Versuch von Pound und Rebka).

Wie sich das Zeitma8, das durch einen speziellen atomaren Ubergang definiert
ist, mit dem Gravitationspotential ® #ndert, ergibt sich aus

E,=hv E,=F, — Epyt = hv —mgH (3.1)

mit E = mc? folgt:

Hh
AE=FE, - E, = —9072” (3.2)
Av  gH
Somit gilt:
AD — Av _ Am (3.4)
v m

Seien At; und Ate die Intervalle zwischen aufeinanderfolgenden Wellenbergen
bei Licht vorgegebener (lokaler) Frequenz, das in den Hohen z; und 29 emittiert
wird. Wenn das bei zo emittierte Licht bei z; ankommt, betrigt das Zeitinter-
vall zwischen aufeinanderfolgenden Wellenbergen dort nach wie vor Ats. Ein
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Beobachter auf der Hohe z; wird jedoch eine Frequenzverschiebung zwischen
dem bei z; und z9 emittierten Licht feststellen:

v(zg — 21) —v(z1 — 21)

= — D(21). 3.5
V(Zl N Zl) (22) (Zl) ( )
Hier bezeichnet v(ze — 2;1) die Freuenz des in der Hohe z; emittierten und
absorbierten Lichtes.

Beide Freuenzen sind mit den ,Standardzeiten“ At; und Aty wie folgt ver-
kniipft:

1 1
v(zg — 21) = Al v(z1 — 21) = AL (3.6)
Wenn wir die Gleichungen (3.5) und (3.6) kombinieren und statt ®(z;) nun ®;
schreiben, ergibt sich:

Aty 1+ Py

PR Cha e e
Das Gravitationspotential ® ist dabei so definiert, dafl es Null wird, wenn kein
Gravitationsfeld vorhanden ist. Nehmen wir an, in einem frei fallenden Bezugs-
system, in dem das emittierende Atom momentan ruht, betragt das Zeitintervall
zwischen zwei aufeinandefolgenden Wellenbergen Ar. Dann kénnen wir nach
dem Aquivalenzprinzip annehmen, daf das gleiche Atom beim Gravitations-
potential ® ruht und Licht emittiert, dessen Wellenberge in Bezug auf dieses
System im Abstand At folgen. Dann ergibt sich aus Gleichung (3.7):

(3.7)

AT = (1 + ®)AL. (3.8)

Bislang haben wir nur ruhende Uhren in einem statischen Gravitationsfeld be-
handelt; aber es ist klar, wie sich diese Beschreibung fiir bewegte Uhren verallge-
meinern liefle. In Gleichung (3.8) steht A7 fiir das Intervall zwischen Zeitmar-
ken (Emission von aufeinanderfolgenden Wellenbergen durch eine Atomuhr),
das man in einem lokal gravitationsfreien (frei fallenden) Bezugssystem beob-
achtet. Die Eigenzeit ist die Zeit, die eine Uhr im ruhenden Bezugssystem mif}t.
Sie erfiillt die Beziehung

dr? = dt? — di?,  di?2 = da? + dy? + d22, (3.9)

wobei dt, dz, dy, dz infinitisimale Koordinatendnderungen fiir beliebig nahe Er-
eignisse in der Geschichte der bewegten Uhr wiedergeben. Eine naheliegende
Verallgemeinerung von (3.8) wire

dr? = [1 4 2®(2)]dt? — di?, (3.10)
da man ndherungswise

2GM

14+P)2~14+20=1—
(1+ @) + 2,

(3.11)
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Bild A Ox_‘\
‘N“:“““55“‘& Galaxie
Bild B O_______,,,-___-,ﬁ,guﬂ

Abbildung 3.2: Eine massereiche Galaxie kann als Gravitationslinse wirken.
Dadurch entstehen, wie an dem Strahlengang zu sehen ist, zwei Bilder ein und
desselben Objektes.

setzen kann. Aus dieser Gleichung folgen einige interesante Voraussagen zum
Einflufl von Gravitationsfeldern auf Licht. Das Eigenzeitintervall zwischen Er-
eignissen in der Geschichte eines Photons beispielsweise ist Null. Da die Grosse
d7 in Gleichung (3.10) ebenfalls die Bedeutung einer Eigenzeit hat, ergibt sich
mit d7 = 0 eine Beziehung, die Zeit- und Raumintervalle bei Photonen im
Gravitationsfeld verkniipft:

dl
di? = (1 + 2®)dt? G =c=1+20@) (3.12)

Da das Gravitationspotential einem negativen Energiebeitrag entspricht, ist
® < 0; das heifit, Photonen sind in einem Gravitationsfeld langsamer als
im Vakuum.

Eine weitere besonders spektakuldre Bestatigung fiir die Lichtbeugung im Gra-
vitationsfeld war die Entdeckung einer Gravitationslinse (Abb. 3.2): Denis Walsh
entdechte 1979 zwei Quasare, deren optische Bilder nur sechs Bogensekunden
auseinanderliegen und deren Spektren sich als identisch herausstellten - wie
Walsh in einer gemeinsamen Untersuchung mit Robert Carswell und Ray Wey-
man nachwies. Die drei Wissenschaftler vermuteten daher, dafl die ,,Zwillings-
quasare” nur zwei optische Bilder von ein und demselben physikalischen Objekt
sind, dessen Licht durch eine in Blickrichtung vorgelagerte massereiche Galaxie
abgelenkt wird. Diese Galaxie sollte also wie eine Gravitationslinse wirken.

Allerdings war auf den Aufnahmen keine solche Galaxie zu erkennen. Alan N.
Stockton erklirte das damit, dafl ihr Licht durch eines der Quasarbilder iiber-
strahlt wird. Deshalb subtrahierte er elektronisch das , blauere* Quasarbild A
von dem ,,roteren” Bild B, und tatséchlich wurde nun die vermutete massereiche
Galaxie sichtbar.
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3.4 Die Kriimmung der Raumzeit

An dem Eigenzeitintervall in Gl. (3.8) ist ersichtlich, daf ein Gravitationsfeld
die Raumzeit kriimmt. Bei verschwindendem Gravitationsfeld gilt die Minkow-
skische Gleichung fiir das Eigenzeitintervall:

dr? = dt? — di? (3.13)

Bis auf das Minuszeichen entspricht das dem Satz des Pythagoras, angewendet
auf den Abstand zweier Punkte im vierdimensionalen Raum. Das Minuszeichen
spiegelt den Unterschied zwischen zeitartigen, raumartigen und lichtartigen In-
tervallen, die in allen unbeschleunigten Bezussystemen erhalten bleiben, wieder.
Wir wollen auf den Begriff der Geraden, die sowohl im euklidischen Raum als
auch im Minkowski Raum einer geradlinigen Funktionskurve entspricht, ndher
eingehen. Vergleichen wir dazu den zweidimensionalen euklidischen Raum mit
dem zweidimensionalen Minkowski-Raum. Im euklidischen Raum ist eine Gera-
de als die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten definiert. Diese Definiti-
on léBt sich auf jeden Raum anwenden, sofern ein Abstandsmaf festgelegt ist.
Auf einer Kugeloberfldche beispielsweise ist eine Gerade nach obiger Definition
ein Groflkreis. Im Minkowski-Raum versagt die euklidische Abstandsdefiniti-
on; denn wir kénnen fiir zwei Ereignisse immer Verbindunglslinie konstruieren,
deren Lange Null wird (Abb. 3.3).

ct

Abbildung 3.3: Im Minkowski-Raum lassen sich zwei beliebige Ereignisse P und
Q durch einen Weg verbinden, dessen Eigenldnge Null wird. Der Weg PAQ setzt
sich einfach aus Abschnitten von Photonenbahnen zusammen.

Zeitartige Geraden sind Bahnen von freien Teilchen. Sie haben Gleichungen der
Form x — xg = V(t — tp) mit V' < 1. Wie aus Abb. 3.3 hervorgeht, ist das
Eigenzeitintervall zwischen zwei Ereignissen (P) und (Q) entlang ihrer Verbin-
dungsgeraden am groften.

Lassen wir nun ein Gravitationsfeld in z-Richtung zu. Dann ergibt sich aus Gl.
(3.10) die Eigenzeit zu
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dr? = [1 4 20(2)]dt* — dz* (3.14)

Diese Beziehung shnelt der Gleichung dI? = sin? © d\? +d©?2, die den Abstand
zweier benachbarter Punkte auf einer Kugeloberfliche wiedergibt.

Die Oberfliache einer Kugel ist zwar nicht global, jedoch lokal euklidisch. Dies
148t sich ausnutzen, um auf der Kugeloberfliche eine Gerade zu konstruieren.
Dazu legen wir durch einen Punkt ein kurzes Geradenstiick. Innerhalb der Um-
gebung dieses Punktes, in der der Raum als euklidisch betrachtet werden kann,
wiéhlen wir einen neuen Punkt auf der Geraden. Durch diesen legen wir erneut
ein Geradenstiick, in der gleichen Richtung wie das zuvorige. Durch Wieder-
holen dieser Schritte gelangen wir letzten Endes wieder zum Ausgangspunkt.
Lokale Abweichungen von der Geradlinigkeit lassen sich dadurch verringern, in-
dem die Punktabsténde infinitisimal klein gewéhlt werden. Die so konstruierte
Gerade entspricht einem Groflkreis.

Analog dazu 148t sich das Eigenzeitintervall zwischen benachbarten Ereignissen
im Gravitationsfeld als Gerade in der gekriimmten Raum-Zeit konstruieren. So
wie wir die Geometrie der Kugeloberfliche lokal als euklidisch betrachtet haben,
konnen wir die Raum-Zeit lokal mit Hilfe der Minkowski-Koordinaten beschrei-
ben. Lokal gibt es keine Fallbeschleunigung und gerade verlaufende zeitartige
Bahnkurven représentieren die Bewegung freier Teilchen. In der gekriimmten
Raum-Zeit ergibt sich die Bahnkurve eines Teilchens in einem Gravitationsfeld
® aus den vielen lokalen Abschnitten, durch die sich eine zeitartige Gerade
niherungsweise darstellen 1&8t.

Wir haben die Bewegung von Teilchen in einem Gravitationsfeld beschrieben,
ohne auf die Begriffe Kraft oder trage Masse zuriickzugreifen. Zwar nur fiir ein
statisches Gravitationsfeld in z-Richtung, das spezielle Gravitationspotential in
Gl. (3.14) 148t sich aber durch das allgemeine ®(x,y, z,t) ersetzen. Allgemein
gilt, dafl Teilchen, die sich frei in einem Gravitationsfeld bewegen, Geraden der
gekriimmten Raum-Zeit folgen.

3.5 Einsteins Feldgleichungen
Wenn die Struktur der Raum-Zeit der Gleichung

dr? = [1 4 20(2)]dt? — (dz? 4 dy? + d2?) . (3.15)
entspriche, wire der Raum euklidisch. Das folgt aus der Tatsache, dafl der
Eigenabstand dl zwischen benachbarten raumartigen Ereignissen durch dI? =

—dr? gegeben ist. Entsprechend dem Satz des Pythagoras miiite bei gleichzei-
tigen Ereignissen gelten:

di? = da? + dy? + d2? (3.16)
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Einstein kam durch ein Gedankenexperiment zu dem Schluf, daf3 diese Formel
falsch sein muf}: Auf einer rotierenden Scheibe erfahrt ein Korper in Bezug auf
ein rotierendes Bezugssystem eine nach auflen gerichtete Beschleunigung vom
Betrag w’r, wobei w die Winkelgeschwindigkeit und r der Abstand des Kérpers
von der Rotationsachse ist. Die Wirkung entspricht einer Fallbeschleunigung
g = w?r. Desweiteren denken wir uns zwei identische Uhren. Eine in der Mitte,
die andere am Rand der Scheibe. Wenn die Scheibe frei fillt, geht die Uhr in
der Mitte so, wie es die Spezielle Relativitédtstheorie vorhersagt, aber die Uhr
am Rand lduft langsamer. Eine beschleunigte Uhr geht zu jedem Zeitpunkt ge-
nauso schnell wie eine identische Uhr, die in einem fallenden Bezugssystem (mit
gleicher Beschleunigung) zum betrachteten Zeitpunkt ruht. In unserem Beispiel
rotiert das System der Uhr am Scheibenrand relativ zu dem frei fallenden Mit-
telpunkt mit der Geschwindigkeit v = wr.

3.6 Experimente

3.6.1 Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ¢

Michelson-Morley: In einem in x-Richtung bewegten Michelson-Interferometer
miissen die Lichtgeschwindigkeiten cx und ¢y, unterschiedlich sein falls ein ab-
soluter Raum (Ather) existiert. Tatséichlich ist ¢ jedoch unabhingig vom Iner-
tialsystem (5§ = 0).

3.6.2 Licht empfindet Gravitation

In einem Laborversuch wiesen R. V. Pound und G. A. Rebka jr. 1960 die Gra-
vitationsrotverschiebung auf der Erde nach. Sie verwendeten als Quelle 5Fe,
das Photonen eines sehr schmalen Frequenzbereiches emittiert. Ein Absorber,
der exakt auf die monochromatische Strahlung abgestimmt war, befand sich in
einer Hohe H von 22,5 Metern iiber der Quelle. Die Strahlung, die den Absorber
erreichte, war in der Frequenz um einen Betrag Av/v = gH/c? verschoben. In
Zahlen: 2, 5x 107, Die gemessene Absorptionsrate sank nachweisbar gegeniiber
der Rate ab, die man ohne Gravitationsrotverschiebung beobachten wiirde. Mit
Hilfe des Dopplereffektes lie sich die gravitative Rotverschiebung bestimmen:
Quelle und Absorber wurden so gegeneinander bewegt, dafl die Absorptionsrate
auf ihren normalen Wert im feldfreien Raum anstieg und die Dopplerverschie-
bung die Gravitationsrotverschiebung kompensierte. Aus den Bewegungen von
Quelle und Absorber und der Strahlungsfrequenz ergab sich eine Doppler- und
mithin Gravitationsrotverschiebung, die um weniger als zehn Prozent von den
Voraussagen der Einsteinschen Theorie abwich. Inzwischen wurde der Fehler
auf ein Prozent reduziert.

Das Photon empfindet also Gravitation. Setzen wir die Energiefinderung (3.2)
der potentiellen Energie des Gravitationsfeldes gleich, erhalten wir eine Photo-
nenmasse von

_hV
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3.6.3 Trage Masse mr = Schwere Masse mg
Eétvos: Es wurde mittels einer Gravitationswaage

GM 1
— s + *TTLT’UQ

AFE =
R 2

gemessen. Die Aquivalenz

mr =1mg
wurde innerhalb einer Genauigkeit von

Am _10-10
m

bestétigt.

3.7 Ubungen

41

(3.18)

(3.19)

1. Schiitzen Sie die gravitative Rotverschiebung von Licht ab, das einer Ga-
laxie der Masse 10° My entkommt. Das Licht wurde von einem Stern
emittiert, der sich in einer Entfernung von 1kpc vom Galaxienzentrum

befindet.
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Kapitel 4

Kosmologische Modelle

4.1 Schwarzschild-Radius

Betrachten wir vereinfachend einen einzelnen Stern der Masse M in einem
sonst unendlich leeren Raum. Dieser soll kugelsymmetrisch sein. Damit sind
alle Groflen von 6 und ¢ unabhingig. Ebenfalls soll das ganze System statisch
sein, das heifit, wir konnen die Zeit ¢ vernachléssigen. Dies erfordert folgende
Metrik:

ds? = B(r)c2dt? — A(r)dr? — r2d6* — r2sin® 0dp* . (4.1)

Da in grofler Entfernung der Raum flach ist, gilt die Grenzbedingung A = B =1
fiir 1 — oco. Aus Gl (3.11) folgt

Br)=1- 254 (4.2)

c3r

Die Herleitung von A(r) hat 1916 Karl Schwarzschild (1873-1916) mit dem
Ergebnis

A(R) = B(r)™! (4.3)
durchgefiihrt.
Der Schwarzschild-Radius ., definiert durch B(r.) = 0, ist

2GM
Te = —5
c

(4.4)

Damit ein Korper der Masse m und der Radialgeschwindigkeit v einem Gravi-
tationspotential entkommen kann, mufl

%va > GMm/r (4.5)

gelten. Im Extremfall, wenn die zweite kosmische Geschwindigkeit v = c er-
reicht ist, kann selbst Licht nicht mehr entkommen. Der Schwarzschildradius 7.
ist also der Ereignishorizont eines Schwarzen Loches.

43
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4.1.1 Schwarze Locher

Schwarze Locher konnten sowohl im Urknall, als auch aus sterbenden Sternen
entstanden sein. Wenn die Masse des %SFe-Kerns eines Sternes im Endstadi-
um grofler ist, als die Chandrasekhar-Masse von 1.4M, so iiberkompensiert
die Gravitationsanziehung den Elektronendruck, und der Kern kollabiert und
explodiert schlieBlich in einer Supernova. Aus dem Uberrest entsteht ein Neutro-
nenstern, welcher selbst zu einem schwarzen Loch kollabiert, wenn die Landau-
Oppenheimer-Volkov-Masse von 2.3Mg, {iberschritten wird.

Setzen wir . in A und B bei df = d¢ = 0 ein, so erhalten wir die Schwarzschild-
Metrik zu

-1d 2
dr? = (1 - E) d? — (1 - E) = (4.6)
r r c
Nehmen wir an, ein Raumschiff flége mit v = dr/dt im Bezugssystem eines
ruhenden Beobachters auf das schwarze Loch zu. Lichtsignale vom Raumschiff

bewegen sich auf dem Lichtkegel dr = 0, so daf} sich

v:%:c@—%) (4.7)

ergibt. Das Raumschiff wird fiir den externen Beobachter also immer langsamer,
und bleibt bei r = r, schliellich stehen. Der Grund dafiir ist, dafl der Ausdruck

dr
cdt = 1= rijr (4.8)
singuldr wird, die Zeitintervalle dt¢ also infinitesimal grofl werden. Damit sinkt
aber auch die Frequenz v, und damit die Energie £ = hv der Lichtsignale.
Da Photonen keine negative Energie besitzen, konnen sie uns nicht jenseits
des Ereignishorizontes des schwarzen Loches erreichen. Daher die Bezeichnung
»,schwarzes Loch“.

Betrachten wir nun dieses Szenario aus der Sicht des Piloten. Zur Zeit ¢y befinde
sich das Raumschiff am Ort ry in Ruhe. Nach der Zeitspanne 7 hat es die
Position r erreicht. Integrieren wir Gl. (4.6):

/oT Vrt =7 = /r: [(11;/267/)2 21 _17«6/,0)} % dr . (4.9)

Gehen wir der Einfachheit halber davon aus, dafl wir die Newtonsche Bewe-
gungsgleichung benutzen diirfen. Mit

dr Te
i _c 4.1
a_ V7 (4.10)
ergibt sich als eine mogliche Losung fiir die Konvergenz von Gl. (4.9)
T o (rg — r)73/2 . (4.11)

Der Pilot kann also keine Singularitit erkennen, seine Uhr lduft weiter. In sehr
kurzer Zeit (10~%s bei 10My,) erreicht er schlieflich das Zentrum des schwarzen
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Abbildung 4.1: Ein Raumschiff fillt in ein schwarzes Loch (s. Text)

Loches. In Gl. (4.6) wird dabei (r. < r) der zeitliche Term negativ, und der
rdumliche positiv, das heifit die Zeit wird zum Raum und der Raum wird zur
Zeit. Dies ist in Abbildung 4.1 illustriert.

Im Punkt (A) befindet sich das Raumschiff am Radius 75, der Beobachter an
ro. Ein Lichtsignal des Raumschiffs erreicht diesen zur Zeit t4 > to (rechte
Zeitskala). Der Zukunfts-Lichtkegel des Raumschiffes kippt bei den Punkten
(B) und (C) immer weiter zum schwarzen Loch hin, und verjiingt sich immer
mehr, je nidher es diesem kommt. Ein Lichtsignal wird den Beobachter zur Zeit
tclgtplgta erreichen. Bei (D) sind Zeit- und Raumrichtungen schliefllich ver-
tauscht, die Zukunft wird zur Vergangenheit und umgekehrt (linke Zeitskala).
Ein Lichtsignal gelangt immer in das Zentrum des schwarzen Loches (r = 0), je-
doch erst nachdem das Raumschiff selbiges erreicht hat (t,,qs). Der Lichtstrahl
(E) erreicht das Zentrum vor dem Raumschiff (g < t4.), und ebenfalls noch
bevor er ausgesendet wurde.

4.1.2 Quantenmechanische Betrachtung

Jedem quantenmechanischen Teilchen der Masse M kann eine Comptonwel-
lenldnge

A= —— (4.12)
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zugewiesen werden. Diese ist die Entfernung, unterhalb derer Quanteneffekte
eine Rolle fiir das Teilchen spielen, ganz analog zum Schwarzschildradius, un-
terhalb dessen Gravitation keine Rolle mehr spielt. Gleichsetzen dieser beiden
Léngen fithrt zur Planck-Masse

Mp = \/he/G = 1.221 x 10"GeV /c? . (4.13)
Die Planck-Energie Mpc? fithrt zur Planck-Zeit

A
tp="L =531 x10Ms | (4.14)
C

Obwohl kein Licht aus schwarzen Lochern entrinnen kann, strahlen diese. Im
Vakuum kénnen sich Teilchen-Antiteilchen-Paare wie eTe™ aus dem Nichts bil-
den, um danach wiederum durch Annihilation zu verschwinden. Da Energie
aber weder erzeugt noch vernichtet werden kann, mufl eines der Teilchen posi-
tive Energie, und das andere genausoviel negative Energie tragen.

In einem starken elektromagnetischen Feld kann dieses wvirtuelle Paar bis zum
Abstand der Comptonwellenléinge getrennt werden, und damit in die Grofien-
ordnung des Schwarzschildradius gelangen. Stephen Hawking zeigte, daf es ei-
ne kleine Wahrscheinlichkeit gibt, daf3 eines der Teilchen aus dem ,,Quanten-
Vakuum® heraustunnelt. Es verlafit das schwarze Loch als reales Teilchen mit
positiver Energie, und wird als Hawking-Strahlung detektiert. Aus Energieer-
haltungsgriinden verliert das schwarze Loch dabei an Masse.

Unsere bisherigen Betrachtungen bezogen sich lediglich auf einfache Schwarz-
schild schwarze Lécher, die weder elektrische Ladung tragen, noch rotieren.
Solche mit Ladung nennt man Reissner-Nordstrom schwarze Lécher, jene mit
einem Drehmoment Kerr schwarze Licher. Ist dieses Drehmoment grof§ genug,
kann es die Gravitation iiberkompensieren. Es handelt sich dann um eine sicht-
bare Singularitdt. Ebenso miissen komplizierte schwarze Locher keine Singula-
ritdt im Inneren besitzen. Materie kann dann durch ein sogenanntes Wurmloch
in andere Universen tunneln. Geneigten Lesern sei an dieser Stelle Stephen
Hawkings ,Eine kurze Geschichte der Zeit’ empfohlen.

4.2 Feldgleichungen der Relativitiatstheorie

Beim isotropen und homogenen Universum hingt die Kriimmung nur vom Ra-
dius ab. Daher braucht man noch einen Kriimmungsparameter. In diesem Fall
reduzieren sich die Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitédtstheorie zu den
Friedmann-Gleichungen

S2 4 kc? 87

= 4.1

25 %+ kc? 8
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Abbildung 4.2: Darsellung der drei Arten des Universums und ihre zeitliche
Entwicklung.

welche 1922 durch den russischen Physiker und Mathematiker Alexander Fried-
mann (1888-1925) hergeleitet wurden. Zu dieser Zeit glaubte iibrigens noch
nicht einmal Einstein an seine Gleichungen, da sie ein statisches Universum
verbieten wiirden.

Die erste Gleichung kann direkt mit dem Kriftegleichgewicht der Newtonschen
Mechanik (1.20) verglichen werden, wenn die Energie gleich dem Kriimmungs-
term k/(25?) multipliziert mit der Energie mc? gesetzt wird. Daher entspricht
k = 0 einer Gesamtenergie Null, da ein positiv (negativ) gekriimmtes Univer-
sum einer positiven (negativen) Energie entspricht. Bei einer negativen Ener-
gie iberwiegt die Gravitationskraft und es kommt nach einer Expansionsphase
zum ,,Big Crunch®, wie schon in Abb. 1.8. Bei einer positiven Energie hort
die Expansion nicht auf (offenes Universum). Der Zusammenhang zwischen der
Kriimmung und der Entwicklung des Universums ist nochmals in Abb. 4.2 dar-
gestellt.

Ziehen wir Gl. (4.15) von Gl. (4.16) ab, so erhalten wir

25 _ 8 2
< = —@G(pc +3p) . (4.17)
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Die Beschleunigung der Expansion nimmt also mit zunehmendem Druck und
zunehmender Energiedichte ab, weshalb wir eigentlich von einer Verlangsamung
der Expansion sprechen sollten.

Setzen wir die Relation

S(t) = H(t)S(t) (4.18)

in die erste Feldgleichung (4.15) mit den gegenwértigen Werten tg, po, So, Ho,
und €y ein, so erhalten wir

ke = H3S3(Q0 — 1) . (4.19)
Es besteht also der Zusammenhang

k=41 Qo >1

k=0 Q=1

k=-1 0<p<1

Friedmanns Feldgleichungen wurden erst nach seinem Tod, als sie 1927 durch
eine unabhéngige Herleitung von Georges Lemaitre (1894-1966) bestéitigt wur-
den, allgemein anerkannt.

4.2.1 Die Kosmologische Konstante A

Nehmen wir an, das Universum sei statisch, also S = 0 und S = 0. Gl. (4.15)
vereinfacht sich dann zu

ke 8n 8T

— = —Gpp=——G . 4.20

S(Q) 3 £o 2 Po ( )
Da die Materiedichte pg heute positiv ist, mufl £ = +1 gelten. Dann ist nach
obiger Gleichung aber der Materiedruck negativ. 1917 korrigierte Einstein dieses
Problem, indem er die kosmologische Konstante A\ einfiithrte. Sie kommt von
einer schwachen aber universellen auf Materie wirkenden Kraft. Friedmanns

Gleichungen werden damit zu

S2 4+ k2 N 8
prTRe AT 4.21
S2 5= 30 (421)
25 Sk St (4.22)
S S2 a2t '

Diese Gleichungen beschreiben das sogenannte Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker-Universum. Ein positives A beschreibt eine abstoflende Kraft, und um-
gekehrt. Ist A genau so grofl, dafl das Universum statisch ist, so spricht man
vom Finstein-Universum. Der Materiedruck muf} sehr gering sein, da sich sonst
Galaxien — dhnlich wie Molekiile in einem Gas — ohne ausgezeichnete Richtung
bewegen wiirden. Aus Gl. (4.21) wird mit p = 0,5 = Sy, 5 =0,5 =0

k2 XN 8«
— — —=—G . 4.23
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In einem flachen Universum mit k£ = 0 folgt

A —
8rG —po
Dies ist die Vakuum-Energiedichte. Legen wir die anziehende Kraft der ge-
genwartigen Materiedichte zugrunde, so kénnen wir A anndhern:

(4.24)

1
—AzsnGmpzahﬂfz31@%—2m4x10$%%n4 : (4.25)

Dies war bis dato die kleinste bekannte physikalische Grofle. Es ist jedoch eine
offene Frage, warum A nicht Null ist, wie es natiirlicher wére.

Als Hubble 1929 die Expansion entdeckte, gab Einstein seinen Glauben an ein
statisches Universum auf, verwarf seine kosmologische Konstante, und betitelte
das Ganze als der ,gréfite Fehler seines Lebens‘. Zwar wurde A\ spéter wieder
eingefiihrt, das augenblicklich populdrste kosmologische Modell — das Finstein-
deSitter-Universum —kommt jedoch wieder ohne aus.

4.2.2 Erhaltungssitze

Diskutieren wir nun die Friedmann-Gleichungen mit A = 0 und einem sich nur
langsam #ndernden Druck p # 0. p kann gegeniiber p und S vernachléssigt
werden. Leiten wir Gl. (4.15) nach der Zeit ab

8t d

i ) 2y _ O d o
dt(s + ke?) = 3 Gdt( S, (4.26)
so erhalten wir
s 8T .
258 = ?G(pS +2pSS) . (4.27)

Mit Gl. (4.17) konnen wir die zweite Zeitableitung eliminieren. Anschlielende
Multiplikation mit S ergibt

pc2S3 4+ 3(pc® +p)S2S =0 . (4.28)

Die Anderung der Energie pro Zeit ist also Null, wir kénnen diese Gleichung als
Energieerhaltungssatz interpretieren. Dieser folgte direkt aus den Friedmann-
schen Gleichungen.

Nehmen wir eine adiabatische Expansion des Universums an, dann folgt daraus,
dafl die Entropie s erhalten ist.

$§=0 (4.29)

Der Druck p sei proportional zur Energiedichte pc?. Mit der Proportionalitéits-
konstante a;, wobei & = 0, und ¢ = 1 folgt

p=ap . (4.30)
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Setzen wir dies in die Integration von Gl. (4.18)

/Wdt: —3/?8& (4.31)

p(t)e? + p(t)
ein, so erhalten wir die Beziehung zwischen der Energiedichte und dem Skalen-
faktor S:

poc §730F) (4.32)

Betrachten wir folgende drei Fille:

1. Fiir ein materiedominiertes Universum aus nichtrelativistischer kalter Ma-
terie kénnen wir p = 0 setzen. Damit ist nach Gl. (4.30) o = 0. Gl. (4.32)
wird somit zu (vgl. Abb. 4.3)

pox 873, (4.33)

2. Fiir ein strahlungsdominiertes Universum, das mit einem relativistischen
heiflen Gas, welches aus nicht-wechselwirkenden Teilchen der Energiedich-
te € besteht, gefiillt ist, folgt aus der statistischen Mechanik die Zustands-
gleichung

1 1
p=ge= gpc2 . (4.34)

Dies bedeutet a = %, und damit fiir die Dichte (vgl. Abb. 4.3)

poc ST (4.35)

3. Die Vakuum-Energie bezieht sich auf ein flaches, statisches Universum

(§=0,8=0, k=0). Aus den Gln. (4.21)-(4.22) folgt

p=—pc?, a=-1 . (4.36)
Der Druck der Vakuumenergie ist im Einklang mit der Definition (4.24)
negativ. Fiir die Zustandsgleichung folgt

p o const. (4.37)

4.2.3 Zeitentwicklung

Aus den ersten beiden Fillen folgt fiir kleine S die Ungleichung

k2 8
S—Z < ng , (4.38)

welche fiir
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Abbildung 4.3: Dichteverlauf im Universum. Links von t. herrscht Strahlungs-
dominanz, rechts davon Materiedominanz.

1 1
p> —ngQ, a>-—g (4.39)

erfiillt ist. Deshalb kénnen wir den Kriimmungsterm in der ersten Feldgleichung
(4.15) vernachlissigen, und erhalten diese zu

. 1
g — H(t) = <837er> S §R0Fe)/2 (4.40)

Fiihren wir die Integration

/ dsS—1H31+/2 o / dt (4.41)
mit der unteren Grenze S = 0 bei tgq+ aus, so ergibt diese
2 g0l ey (4.42)
3(1 + a) star )l
und mit tstart =0
S(t) oc t2/30+e) (4.43)

Setzen wir die bekannten « ein, so folgt fiir ein materiedominiertes Universum

S(t) o t23 (4.44)

und fiir ein strahlungsdominiertes Universum

S(t) o 12 . (4.45)
Offensichtlich ist
%in% S(t)y=0 (4.46)

und wegen Gl. (4.40) mit v = 1 auch

lim S(¢) = lim S~1(¢t) = oo . (4.47)

t—0 t—0
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Abbildung 4.4: Die folgenden Szenarien beziehen sich auf eine konstante
Steigung H = Hy zur Gegenwart tg.

Im Fall £k = +1: Geschlossenes Universum mit der Lebensdauer 2¢,,4..

Im Fall k£ = 0: Flaches Universum. Seit t = 2/3tp.

Im Fall £ = —1: Offenes Universum. Seit 2/3ty <t < ty.

Aus Gl. (4.35) und Gl. (4.46) ergeben sich fiir frithe Zeiten extreme Dichte und
Temperatur.

. . 4 . . 4

lim p(1) = lim §~4(t) = o0, limp(t) = lim §~() = 00 (4.49)
Wie zuerst 1932 von Lemaitre vorgeschlagen, wird der Zeitpunkt ¢ = 0 Big
Bang oder Urknall genannt.
Gl. (4.38) ist in einem flachen (k = 0) oder offenen (k = —1) Universum erfiillt,
nicht aber in einem geschlossenem (k = +1). In diesem Fall fillt die Dichte
nach Gl. (4.33) mit der dritten Potenz, der Kriitmmungsterm aber lediglich mit
der zweiten Potenz. Bei der Grofle S,,q, mit

S_2 . 87TGP

mar ~ 302

(4.49)

wird Gl. (4.38) verletzt. Da in diesem Fall in der ersten Feldgleichung S = 0
ist, spricht man von der Turnover-Zeit tya.. Zur Zeit 2t,,,, ist das Universum
wieder zur Grofle ,,0¢ geschrumpft. Man nennt dies Big Crunch (Abb. 4.4).

4.3 Inflationiares Szenario

Betrachten wir ein flaches Universum mit konstanter Materiedichte p(t) = pp.
Aus der Feldgleichung (4.21) folgt fiir die Expansionsrate



4.4. DYNAMISCHE PARAMETER 53

S(t) 8w A
—_— p— . — —_— —_— . 4.
50 H = const 3 Gpo + 3 (4.50)

Die Losung dieser Gleichung ist ein exponentiell expandierendes Universum

S(t) o eflt (4.51)

Zwei Teilchen werden sich unter dieser Kraft also exponentiell voneinander ent-
fernen. Wir werden dieses inflationdre Verhalten im Kapitel , Inflation“ noch
genauer diskutieren. Es sei noch erwéhnt, dafl bei einem A < 0 die Kraft anzie-
hend ist. Man spricht dann von einem Anti-deSitter- Universum.

4.4 Dynamische Parameter

In Kapitel 4.2.1 haben wir die kosmologische Konstante diskiutiert, die Einstein
zundchst in die Feldgleichungen einfiihrte, spéter aber wieder verwarf. Aus heu-
tiger Sicht zu unrecht, denn nach der Quantenfeldtheorie ist ein solcher Term
zu erwarten, da auch der leere Raum (das Vakuum) im Allgemeinen eine nicht
verschwindende Energie besitzt. Die Vakuumenergie hat eine gravitative Wir-
kung, die genau der des kosmologischen Terms entspricht.

Aus der Vakuumenergiedichte und der Materiedichte lassen sich Riickschliisse
auf die Entwicklung des Universums ziehen. Das Ziel ist es, durch verschiedene
unabhéngige Methoden die Werte dieser beiden Groéflen einzugrenzen (Abb.
4.5).

4.4.1 Hubble-Diagram der Supernovae vom Typ Ia

Supernovae vom Typ-la sind ausgezeichnete Standardkerzen, die sich zur Be-
stimmung des Hubble-Parameters eignen. Verlauft die kosmologische Expansion
beschleunigt oder verzogert, so werden aber fiir grofle Abstédnde Abweichungen
von der Geraden dadurch eintreten, dal die hier und heute bestimmten Ge-
schwindigkeiten dem betreffenden Objekt um die Lichtlaufzeit frither zukom-
men und deshalb entsprechend kleiner bzw. grofler sind. In Abb. 4.6 sind die
Daten aus zwei verschiedenen Messungen aufgetragen.

In Abb. 4.5 sind die beiden Groflen 237 und 24 gegeneinander aufgetragen. Aus
den Daten der Supernovae ergeben sich die linglichen Likelihood-Gebiete. Da
diese annéhernd senkrecht auf den Geraden konstanter Raumkriimmung stehen,
sagen diese Messungen fast nichts iiber die rdumlichen Kriimmungsverhéltnisse
aus. Diese werden erst durch die unten zu besprechende Messungen der Aniso-
tropie des Mikrowellenhintergrundes wesentlich eingeschrank, deren Likelihood-
Gebiete stark entlang der Geraden verschwindender Raumkriimmung konzen-
triert sind d.h. Qp; + Qp = 1.
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4.4.2 Anisotropie der Mikrowellenstrahlung

Obwohl schon die Supernovae-Daten bereits ziemlich deutlich fiir eine positi-
ve Vakuumenergiedichte sprechen, wird die Evidenz dafiir wesentlich stérker in
Verbindung mit den neusten Daten iiber die Anisotropie der kosmischen Mi-
krowellenhintergrundstrahlung gebracht (Abb. 4.7). Das von diesen Daten aus-
gesonderte lingliche Gebiet in der (27, Q4)-Ebene in Abb. 4.5 steht ndmlich
nahezu senkrecht auf demjenigen der Supernovae-Daten. Es ergibt sich damit
ein relativ kleines Uberlappungsgebiet, das in Abb. 4.8 dargestellt ist.

4.4.3 Fazit

Durch die zwei besprochenen Experimente konnten schmale Gebiete in der
(Qr,Q4) - Ebene ausgesondert werden. Zusammengenommen ergeben diese
die ungefdhren Werte

(01,0, 90k, 90) = (1/3,2/3,0,-1/2), (4.52)

wobei wir die unabhéngigen Parameter Qi der Kriimmung und den Bremspa-
rameter qo gleich mit aufgelistet haben.

Das Universum ist demnach flach und befindet sich in einem Zustand beschlei-
nigter Expansion, den es fiir alle Zukunft beibehalten wird. Die Materiendich-
te, inklusive der dunklen Materie, macht nur etwa 1/3 der kritischen Dichte
aus. Den doppelten und damit dominierenden Betrag an gravitativ wirksamer
Energie- bzw. Massendichte stellt der kosmologische Term.

4.5 TUbungen

1. Eine Galaxie der Rotverschiebung z = 0.9 enthélt einen Quasar mit z =
1.0 Wieviele Schwarzschild-Radien gibt es unter der Annahme, daf} diese
zusétzliche Rotverschiebung durch die Ndhe zu einem schwarzen Loch
verursacht wurde?

2. Horizontal emittiertes Licht kommt in den EinfluB des erdeigenen Gra-
vitationsfeldes. Wie weit ist es nach einer Wegstrecke von 1km vertikal
abgelenkt worden? Berechnen Sie den Radius, bei dem sich Licht auf ei-
ner Kreisbahn um eine Masse M bewegt. Driicken Sie das Ergebnis in
Schwarzschild-Radien aus.

3. Auf der Sonnenoberfliche ist die Beschleunigung bedingt durch eine Ab-
stoffung einer nicht verschwindenden kosmologischen Konstante A im Ver-
gleich zur Newtonschen Anziehung bedeutungslos. Berechnen Sie dahin-
gehend einen Wert fiir A.

4. Leiten Sie die Gln.

S(t) o« H™' cosh Ht (4.53)
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bei k = +1, sowie

S(t) x H™! sinh Ht (4.54)

bei £k = —1 fiir die Zeitabhéingigkeit des kosmischen Skalenfaktors im
deSitter-Modell her.

5. Zeigen Sie, dafl sich der Teilchenhorizont o, im geschlossenen deSitter-
Raum einer Konstanten annéhert. Benutzen Sie den Skalenfaktor

S(t) o< H™! cosh Ht (4.55)

6. In der Newtonschen Mechanik kann die kosmologische Konstante durch
Hinzufiigen einer dufleren radialen Kraft

1
F = +§ mAr (4.56)

auf einen Korper der Masse m im Abstand r vom Ursprung zur Gravita-
tion vereinigt werden. Nehmen Sie an, da8 A = —1072°yr=2, und da§ F
die einzige wirkende Kraft sei. Schéitzen Sie die maximale Geschwindig-
keit ab, die ein Korper erreichen wird, wenn sein Orbit mit der Groflie des
Sonnensystems (0.5 Lichttage) vergleichbar ist.
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Abbildung 4.5: Aus der Beobachtung der Supernovae ergeben sich die Konfi-
denzgebiete (Ellipsenartige Bereiche) in der (257, Q24) - Ebene. Die Werte von
Qp und Q2p befinden sich mit der angegebenen Wahrscheinlichkeit innerhalb
der markierten Flichen. Das schattierte Gebiet links oben entspricht zuriick-
prallenden Modellen ohne Urknall. Das schattierte Gebiet rechts unten ist aus-
geschlossen, da das Alter des Universums in diesem Bereich zu kurz ist. Die
durchgezogenen Kurven trennen die Gebiete, in denen sich das Universum in
der jeweils angegebenen Weise verhélt. Das Diagramm ist [11] entnommen
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Perlmutter, et al. (1998)
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Abbildung 4.6: Hubble-Diagramm fiir 42 Typ-Ia-Supernovae bei hohen Rotver-
schiebungen des Supernovae Cosmology Project (SCP), sowie 18 Supernovae bei
kleiner Rotverschiebung der Calan/Tololo Messung. Grofiere Magnituden ent-
sprechen kleineren Helligkeiten. Die durchgezogenen Kurven entsprechen den
theoretischen Erwartungen fiir A = 0, die gestrichelten denjenigen fiir verschie-
dene flache Modelle. Das Diagramm ist [11] entnommen
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Abbildung 4.7: Leistungsspektum der Anisotropie des Mikrowellenhintergrun-
des des Experimentes MAXIMA-1. 1 bezeichent die Drehimpulsquantenzahl in
der Mutipolentwicklung. Deutlich ist ein erstes Maximum bei [ ~ 200, ent-
sprechend einer Winkeldistanz von A© = II/] ~ 1° zu sehen. Die gestrichelte
Kurve entspricht einer besten Anpassung eines flache Modells mit den kosmolo-
gischen Parametern (Qp, Qa7, Q4, k) = (0.005,0.3,0.7,0.7). Qp bezeichnet den
baryonischen Anteil von €2j,. Das Diagramm ist [13] entnommen
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Boomerang—98 |
+ MAKIMAT 2 ]

Abbildung 4.8: Konfidenzgebiete in der (£2p7,€24) - Ebene der kombinierten
Boomerang-98 und Mxima-1 Daten mit den Supernovae Daten. Es ist deutlich
das relativ kleine Uberlappungsgebiet zu sehen, das die beiden zueinander trans-
versalen Gebiete bilden. Flache Modelle liegen auf der schwarz-gestrichelten
Diagonalen.
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Kapitel 5

Thermodynamik

Im Urknallmodell beginnt das Universum in einem Zustand hoher Energiedich-
te und hohen Druckes, welchen die heutige Materie nicht {iberstehen wiirde.
So besteht die Sonne aus einem Plasma ionisierten Wasserstoffs und Heliums.
Bei noch héheren Temperaturen zerfallen diese Ionen in ihre Elementarteilchen
(Elektronen, Protonen), die bei noch weiterer Erhéhung der Temperatur wie-
derum in ihre elementare Bausteine zerfallen (Quarks, Neutrinos). Dies ist in
der Abbildung am Beginn dieses Skriptums illustriert.

Die Bewegung eines Teilchens im elektromagnetischen Feld wird durch die
Mazwell-Lorentz-Gleichungen beschrieben. Die Coulombkraft

62

F== (5.1)

r2

hat die gleiche Form, wie die Newtonsche Gravitationskraft, wobei lediglich
die Stidrke der Wechselwirkung, ausgedriickt durch die Kopplungskonstanten
e? «— GMmg verschieden sind.

5.1 Elektromagnetische Strahlung

5.1.1 Der schwarze Korper

Elektromagnetische Strahlung kann einerseits als Welle mit der Wellenldnge A
und der Frequenz v = ¢/ und andererseits als Energiequant, dem Photon ~
mit der Energie

E = hv (5.2)

beschrieben werden. h ist die Planck-Konstante.

Zu Beginn des Universums herrschte enorme Hitze und Druck in einem sehr klei-
nen Raumvolumen. Die Energiedichte im Universum wurde hauptséchlich durch
Strahlung bereitgestellt, weshalb man von strahlungsdominierter Ara spricht.
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Weil die Temperatur zu hoch war, konnten sich noch keine Atome oder Atomker-
ne formen. Lediglich deren Bausteine — freie Elektronen, Protonen, Neutronen
und einige instabile Teilchen mit ihren Antiteilchen — konnten iiberleben. Sie
kollidierten mit nahezu Lichtgeschwindigkeit stdndig untereinander und tausch-
ten sowohl mit ihresgleichen, als auch mit den Photonen Energie und Drehmo-
ment aus. Es kann also angenommen werden, dafi die Energie gleichméflig unter
ihnen verteilt war. Ein thermisches Gleichgewicht hatte sich eingestellt, die Pho-
tonen stellten einen schwarzen Kérper, wie er 1900 von Max Planck hergeleitet
wurde, dar.

Im Einheitsvolumen und dem Frequenzintervall (v, v + dv) sind

8t v2dv

gehu/kT -1 (5'3)

ny(v)dv =

Photonen der Energie hr enthalten. Zur Herleitung dieser Formel sei auf die
Thermodynamik und Quantenmechanik verwiesen. Gegen Ende des 19. Jahr-
hunderts brauchte man dazu {ibrigens 40 Jahre. Erstaunlicherweise héngt Plancks
Formel von lediglich einer Variablen, der Temperatur 7" ab. Der Peak des Ener-
giespektrums von Photonen im thermischen Gleichgewicht liegt bei

Viaz = 6 x 10107, (5.4)

wenn v in Hertz und 7" in Kelvin gegeben sind.

5.1.2 Stefan-Boltzmann-Gesetz

Die Gesamtzahl der Photonen im Einheitsvolumen, die Anzahldichte N, ist
gegeben durch

T2

o0 2 (kT\?
N, = / N (v)dv = 1.202 () : (5.5)
0 Ch

Da jedes Photon der Frequenz v die Energie hv trigt, ist die Gesamtenergie-
dichte der Strahlung durch das Stefan-Boltzmann-Gesetz

€ = / hvn, (V) dy = — —— = aT* (5.6)
0

gegeben. Die nach Josef Stefan (1835-1893) und Ludwig Boltzmann (1844-1906)
benannte Konstante a enthilt alle zuvor verwendeten konstanten Werte.

5.2 Adiabatische Expansion

Betrachten wir ein adiabatisch expandierendes System unter dem konstanten
Druck p. Es habe das mitbewegende Volumen V = %WS3 und die Energie
E = V. Nach dem zweiten thermodynamischen Gesetz folgt fiir die Entro-
pieéinderung (Die Entropie sei s, da S schon fiir den Skalenfaktor benutzt wird.)



5.2. ADIABATISCHE EXPANSION 63

ds d(eV) + pdV]. (5.7)

= %TJ
Adiabatisch bedeutet $ = 0, und damit folgt aus Gl. (5.7)

dE = —pdV. (5.8)

Nehmen wir an, das Universum kann withrend der strahlungsdomierten Ara als
ideale Fliissigkeit aus Photonen und Elementarteilchen im thermischen Gleich-
gewicht betrachtet werden, so expandiert selbiges adiabatisch. Ebenso gilt dies
fiir grofle Maflstdbe — unter denen das Universum homogen erscheint — fiir die
materiedominierte Ara.

5.2.1 Energiedichten

Die Energiedichte eines Photons im Volumen V ist

hv  he 4
wobei die Proportionalitdt durch die Wellenldnge und das Volumen bestimmt
wird. Gleiches gilt nach der Zustandsgleichung

Er

1
p=ge (5.10)

fiir den Druck. Der Vorfaktor riithrt von der Mittelung {iber die drei Raumrich-
tungen.

Die Energiedichte der Materie ist

M 2
Em = pct = TC x 73 (5.11)
womit sich schliefflich
& sS4 _

ergibt.
Die heutige Materiedichte ist nicht bekannt, da wir nur sichtbare Materie be-
obachten koénnen, aber keine andersartige (z.B. Dunkle Materie). Wir kénnen
das Strahlungs-/Materie-Verhéltnis aber nach oben abschétzen.
<1073 (5.13)

poc? ~
Mit abnehmendem Alter des Universums erreichen wir also irgendwann einen
Punkt, in dem e, = &, gilt. (Abbildung 5.1) Dies ist der Ubergang von der
Strahlungsdominanz zur heutigen Materiedominanz.
Nach der Beziehung E = kT skaliert also auch die Temperatur der Strahlung
mit
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0 -8 -6 -4 - 0 Logs

Abbildung 5.1: Die Abhéngigkeit der Energiedichten von Strahlung p, und Ma-
terie p,,, vom Skalenfaktor S.

T, < S~1. (5.14)

5.2.2 Relativistische Teilchen
Betrachten wir nun relativistische Teilchen der Strahlungséra. Fiir masselose
Teilchen konnen wir den Term der Ruhemasse in

m2ct 4+ P22 (5.15)

vernachléssigen. Ebenso allgemein fiir relativistische Teilchen. Setzen wir Gl.
(5.10) in GL (5.8), welche auch fiir relativistische Teilchen gilt ein, so erhalten
wir

1
S3de, +£,d(S?) = —gsrd(SB), (5.16)
oder
de, _ _4d5° (5.17)
e 3837 '

Die Losung dieser DGL ergibt das bereits bekannte
g oS4, (5.18)

5.2.3 Nichtrelativistische Teilchen

Der nichtrelativistische Fall gestaltet sich schwieriger, da wir die Ruhemasse in
Gl. (5.15) nicht mehr vernachlissigen konnen. Die Bewegung von n Teilchen
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im Einheitsvolumen ist charakterisiert durch die Temperatur T}, aus, die den
Druck

p = nkT,, (5.19)
verursacht. Die Zustandsgleichung lautet

2

P = 3Ekin- (5.20)

Mit der Ruhemasse der n Teilchen folgt

3
Em = nmc® + inkTm. (5.21)

Setzen wir Gl. (5.19) und GL (5.21) in Gl (5.16) ein, so erhalten wir

d(S3nmc?) + d(S3%nkTm) = —nkT;,dS3. (5.22)

Nehmen wir nun ndherungsweise an, die Zahl der Teilchen N = Vn im Volumen
V' sei unabhéngig von ihren verschiedenartigen Interaktionen erhalten,

4
AN =d(Vn) =d <;S3n> =0, (5.23)
so folgt aus Gl. (5.22), da8

gd(SSTm) — _T,d(S%), (5.24)

oder

3dTm _ _d(57) (5.25)

Die Losung dieser DGL ergibt

T ox S72 (5.26)

Die Temperatur nichtrelativistischer Materie zeigt also eine andere Abhéngig-
keit vom Skalenfaktor, als die Temperatur der Strahlung! Bei der Expansion
des Universums kiihlt Materie schneller ab, als Strahlung. Somit kénnen kal-
te Materie und heifle Strahlung beziiglich kosmischer Zeitrdume niemals im
thermischen Gleichgewicht sein! Es sei noch nachgetragen, dafl es genau die-
ser Umstand erlaubt hat, die Losungen fiir kalte Materie und heifle Strahlung
getrennt herzuleiten.

5.3 Freeze-Out

5.3.1 Freiheitsgrad g

Tabelle 5.1 gibt die Anzahl der Spinzusténde npi, an. ngpy; ist fiir Teilchen mit
einem Antipartner gleich zwei, ansonsten gleich eins. Die Anzahl der Freiheits-
grade ist
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Teilchen Typ Nspin  Nanti g
ol Vektorboson 2 1 2
Ve, Vy,V7  Fermion (Lepton) 1 2(7) I(7)
e ,u~,7~ Fermion (Lepton) 2 2 u
7t 70 Boson (Meson) 1 1 1
DN Fermion (Baryon) 2 2 u
wW*, 7 Vektorboson 3 1 3
Tabelle 5.1: Freiheitsgrade
g = Nspin Nanti "pauli, (527)

wobei npgui; = % fiir Fermionen und ny,4,;; = 1 fiir Bosonen ist.

5.3.2 Teilchenstatistiken

Betrachten wir nun, analog zu den Photonen, die Anzahldichte anderer relati-
vistischer Teilchen. Die Energie hv in Gl. (5.3) ersetzen wir durch die Energie
E in Gl. (5.15). Wir koénnen die Planck-Verteilung durch die Anzahldichte von
Teilchen der Sorte ¢ im Impulsintervall p = |p| und p + dp ersetzen.

8 Nespin,i p2 dp

Im Nenner steht —1 fiir Bosonen (Bose-Statistik), und +1 fiir Fermionen (Fermi-
Statistik). Fiir nichtrelativistische Teilchen kann der Term +1 in Gl. (5.28) ver-
nachléssigt werden, da die Teilchenenergie kT kleiner als ihre Ruhemasse ist.
Schreiben wir die Fermi-Statistik als Funktion der Temperatur, so erhalten wir
die Mazwell-Boltzmann-Statistik

(2mmkT )3/ o~ Bi/FTi
(ch)? '

N = Nspin

(5.29)

5.3.3 Die Entkoppelung

Die Arten der Teilchen, die im thermischen Gleichgewicht zu einer bestimmten
Zeit existieren, wird einerseits durch die Mittlere Reaktionsrate

I = (Nvo(E)), (5.30)

wobei o(E) der Wirkungsquerschnitt ist, und andererseits durch die Expansi-

onsrate
S [167Ga 9
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bestimmt. Multipliziert man den Wirkungsquerschnitt mit der Anzahldichte NV
der Teilchen, so erhilt man die Mittlere Freie Weglinge T'~'. Falls die Reak-
tionsrate im Vergleich zur Expansionsrate klein ist, konnen sich die Teilchen
zur Wechselwirkung untereinander nicht mehr finden. Die Bedingung fiir ein
thermisches Gleichgewicht lautet somit

r > 1. (5.32)
T
Der Wirkungsquerschnitt der schwachen Wechselwirkung ist mit der Fermi-
Kopplungskonstanten G g

Grk)?
TS A (7T (QC)L 2, (5.33)

Nach GI. (5.5) ist die Anzahldichte der Neutrinos proportional T3, weshalb die
Wechselwirkungsrate von Neutrinos insgesamt proportional 7° ist. Eingesetzt
in Gl (5.32) folgt daraus

Fsww
H
Es gibt also eine Temperatur, welche klein genug ist, dal Gl. (5.32) nicht mehr
erfiillt ist. Die Neutrinos entkoppeln dann von allen Wechselwirkungen und
expandieren frei. Dieser Freeze-Qut findet fiir v, und v, bei 3.5 MeV, und fiir
ve bei 2.3 MeV statt.

o T3, (5.34)

5.4 Ubungen

1. Zeigen Sie, daB eine Expansion um den Faktor S das Schwarzkorperspek-
trum (5.3) bis auf die Abnahme von 7" auf 7'/S nicht veréndert.

2. Beweisen Sie die fiir Strahlung im thermischen Gleichgewicht geltende
Beziehung

1
P=z pct . (5.35)
3. Betrachten Sie zwei Protonen. Wie grof} ist das Verhéltnis von elektrischer

zu gravitativer Kraft?

4. Ein kugelformiger (Radius r) schwarzer Satellit fliegt mit dem Abstand d
um die Sonne. Die Sonne strahlt wie ein Schwarzkorper bei 6000 K. Der
Satellit sieht die Sonne unter einem Winkel 8 < 1. Leiten Sie einen Aus-
druck fiir die Gleichgewichts-Temperatur des Satelliten in Abh#ngigkeit
von @ her. Wie grof} ist die Energie pro Zeiteinheit, die vom Satelliten
absorbiert, bzw. emittiert wird?

5. Berechnen Sie mit Gl. (2.26) die Energie und Geschwindigkeit eines My-
ons, welches aus Zerfall eines Pions in Ruhe stammt. Das Neutrino wird
hierbei masselos angenommen.
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6. Der Wirkungsquerschnitt fiir Neutrinos ist etwa ¢ = 10~ cm? pro Nu-

kleon. Berechnen Sie die mittlere freie Weglinge

1

(= —
op

(5.36)

fiir Neutrino-Einfang im Zentrum der Sonne (p ~ 100g/cm?). Rechnen
Sie das Ergebnis in Parsec um, und vergleichen Sie mit dem Radius der
Sonne.

. Pionen verschwinden unterhalb von 140 MeV durch Annihilation und Zer-

strahlung. Zu dieser Zeit erhoht sich die Temperatur der verbleibenden
Teilchen als Konsequenz der Entropieerhaltung. Berechnen Sie den Faktor
der Temperaturerhdhung.



Kapitel 6

Der frithe Kosmos

6.1 Kosmische Hintergrundstrahlung

6.1.1 Rekombination

Im Jahre 1948 versuchten Georg Gamow, Ralph Alpher, und Robert Herman
die momentane Temperatur der primordialen Schwarzkorperstrahlung zu be-
rechnen. Mittels Formalismen, die wir im vorangegangenen Kapitel kennenge-
lernt haben, fanden sie heraus, dafl die Kosmische Hintergrundstrahlung — im
folgenden mit CMB (Cosmic Microwave Background) abgekiirzt — auch heute
noch zu messen sein mufl. Thre Temperatur sollte nach

he
v = T 2.9mm (6.1)
noch

was im Mikrowellenbereich liegt, betragen.

Die Hintergrundstrahlung ist entstanden, als Protonen und Elektronen zu Was-
serstoff fusionierten, die Photonen dann keine Streupartner mehr hatten, und
somit entweichen konnten. Nehmen wir an, die Rekombination fand zur Zeit
trec =~ 350000 yr, bzw. bei einer Temperatur von T ~ 3000 K statt. Nach GI.
(5.11) héngen diese Werte von g ab. Da dessen Wert nur ungefiihr bekannt ist,
sind auch die obigen Werte entsprechend ungenau. Mit einem Alter des Univer-
sums von 1.5 x 10'%Jahren ergibt sich nach GI. (4.43) die heutige Temperatur
des CMB zu

Ty = Tree [ e 2/3—245K
0 — 4Lrec K — 4. . (63)

Da das Urknallmodell zu dieser Zeit noch als sehr spekulativ angesehen wur-
de, nahm eigentlich niemand gro3 Kenntnis von dieser Theorie. 1964 teste-
ten schliefilich Arno Penzias und Robert Wilson eine Antenne zur Satelliten-
kommunikation (Abb. 6.1). Zur Kalibration wéhlten sie eine Wellenldnge von
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Abbildung 6.1: Spektrum der kosmischen Hintergrundstrahlung, gemessen mit
dem FIRAS-Detektor auf dem COBE-Satelliten. Die durchgezogene Linie ist
das angepafite Schwarzkorperspektrum.

v = 7.35cm, da in diesem Bereich die Auswirkungen der langwelligeren Gala-
xienemissionen, bzw. der kurzwelligeren atmosphérischen Strahlungen, relativ
schwach sind. Unabhéngig von der Ausrichtung der Antenne maflen sie einen
Untergrundpegel, den sie deshalb auf technische Probleme zuriickfithrten. Da
dieser aber selbst nach sorgfiltiger Uberpriifung und Reinigung der Antenne
nicht verschwand, nahmen sie an, dafl das Universum mit einer isotropen und
unpolarisierten Strahlung gefiillt war, die einer Schwarzkorper-Temperatur von
3.5 K entspricht.

Robert Dicke et. al. bereiteten zur gleichen Zeit an der Princeton University die
Messung des CMB vor, und im Jahre 1965 verdffentlichten Penzias und Wilson
ihre Resultate in Verbindung mit einem Artikel von Dicke. Dafiir erhielten sie
1978 den Nobelpreis fiir Physik. Sowohl Gamow als auch Dicke gingen leer
aus. Der CMB wird nach Hubble iibrigens als die wichtigste Entdeckung in der
Kosmologie eingestuft, da er auch ein sicheres Indiz fiir das Urknallmodell ist.
Aufgrund der Transparenz des Universums gegeniiber Mikrowellenstrahlung ist
kein Mechanismus bekannt, der ein solches Schwarzkorperspektrum nach dem
Zeitpunkt der Rekombination hétte erzeugen kénnen.

6.1.2 Extraterrestrische Messungen

Trotz einiger Penzias und Wilson folgenden Messungen, konnte der Beweis eines
Schwarzkoperspektrums erst durch das Instrument FIRAS (Far Infrared Abso-
lute Spectrophotometer) auf dem 1989 von der NASA (National Aeronautics
and Space Administration) gestarteten Satelliten COBE (Cosmic Background
Explorer) durchgefiihrt werden, da somit die absorbierende Erdatmosphére aus-



6.2. ANISOTROPIEN IM MIKROWELLENHINTERGRUND 71

geschaltet war (Abb. 6.1). Die gemessene Temperatur betrug

To = (2.726 £ 0.01) K . (6.4)

Noch nie wurde in Laborexperimenten ein perfekteres Schwarzképerspektrum
gemessen. Dies gestattet uns folgende Neuberechnungen:

Fiir gog erhalten wir

et (To) = 3.36 (6.5)

woraus folgt, da$ Neutrinos eine um (4/11)'/3 kleinere Temperatur als Photo-
nen, und damit eine kleinere Masse als Tj haben.

Der Wert des Dichteparameters ergibt sich zu

Qo= 10~ 411 x 1077872 (6.6)
pec

Daraus l#8t sich nach Gl. (5.11) der Zeitpunkt der Rekombination zu

Q0 336 \¥? 0 o s

tree = | =2 ") g & 4.26 x 10'0(Qph%)73/? 6.7
<QO 3.36+3.5> 0 X 107 (80h7) s (6.7)

bestimmen.

Die Anzahldichte der Photonen im CMB ist IV, = 410 cm ™3, die Neutrinotem-

peratur ist 7,0 = 1.946 K .

6.2 Anisotropien im Mikrowellenhintergrund

Mit zunehmender Meflgenauigkeit entdeckte man eine Dipol-Anisotropie im
CMB. Die Temperatur variiert von einer maximalen Blauverschiebung in Rich-
tung a zu einer maximalen Rotverschiebung in Richtung o + 180° in der Form

T#) =T(a)(1+vcosh) (6.8)

wobei v die Amplitude der Dipol-Anisotropie ist. Obgleich diese Verschiebung
mit v7T'(a) ~ 3.3mK gering ist, wurde sie experimentell bestétigt.

6.2.1 Eigengeschwindigkeit

Die Dipol-Anisotropie kann nicht kosmologischen Ursprungs sein, da im Stan-
dardmodell die Expansion kugelsymmetrisch ist. Sie wird durch die Doppler-
verschiebung, bedingt durch unsere Eigenbewegung gegeniiber dem CMB in
Richtung maximaler Blauverschiebung mit der Relativgeschwindigkeit v, er-
klart. Somit gibt es ein Bezugssystem, in dem der CMB isotrop ist. Dieses
befindet sich wegen v, # 0 nicht in Ruhe. Es bewegt sich mit der Expansion
des Universums.
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Die Interpretation heute ist, daf sich nicht nur die Erde um die Sonne und das
Sonnensystem in der Galaxienrotation bewegt, sondern dafl auch unsere Galaxie
eine Geschwindigkeit relativ zu unserer lokalen Gruppe hat, welche wiederum in
ein Zentrum hinter dem Hydra-Centaurus Supercluster fillt (Abb. 6.2). Sowohl
wir, als auch unsere lokale Gruppe sind also ein Teil eines groeren gravitativen
Systems.

Abbildung 6.2: Diese drei, von COBE aufgenommenen Bilder zeigen die Milch-
strafle. Die Rotationsebene der Milchstrasse geht horizontal durch das Zentrum
eines jeden Bildes. Das oberste Bild zeigt die Temperatur des mikrowellen Hin-
tergrundes auf einer Temperaturskala von 0 bis 4 Kelvin. Im néchsten Bild reicht
die Skala von 2.724 K bis 2.732. Hieraus geht deutlich die Dipol-Anisotropie her-
vor. Im untersten Bild wurde diese Anisotropie subtrahiert. Die Temperatru-
differenz zwischen kalten und warmen Regionen betrgt lediglich 0.0002 Kelvin.

6.3 Nukleosynthese

6.3.1 Entstehung der leichten Elemente

Bei Energien von einigen MeV konnen sich durch Kernfusion bereits leichte
Elemente bilden. Die Bindungsenergie eines Deuteron d ist

my + my —mg = 2.22 MeV
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Sie wird durch Strahlung frei.

n+p—d+y (6.9)

Solange im hochenergetischen Teil des Planck-Spektrums noch Photonen von
2.22 MeV vorhanden sind, kann die Reaktion (6.9) in die andere Richtung ab-
laufen: Die Deuteronen photodesintegrieren in freie Protonen und Neutronen.
Die Deuteron-Produktion wird aber aus Griinden der Thermodynamik noch
stiarker behindert: Bei jeder Deuteron-Produktion muf} sich die Entropie auf
die noch verbleibenden Nukleonen verteilen. Deshalb steigt deren Temperatur,
was wiederum der Bildung von Deuteronen entgegenwirkt. Die Anzahldichte
der Baryonen ist heute

Q
Np = LB — 2BPe 113 x 107505h%em™3 . (6.10)
mp mp

Das Verhéltnis von Baryonen zu Photonen ergibt sich damit zu

N
n="2 ~276x10%Qh% . (6.11)
Ny
3He™t entsteht in den Fusionsreaktionen
d+d—3He™ 4 n | (6.12)
p+d—3Het™ +4 . (6.13)

Die Bindungsenergie des entstehenden Teilchens ist

2my, +my, —m(PHet™t) = 7.72MeV . (6.14)

Durch die grofie Entropie pro Nukleon wird auch diese Reaktion behindert.

Das Triton, der gebundene Zustand 3H* entsteht in den Fusionsreaktionen

n+d—t+~vy (6.15)
d+d—t+p |, (6.16)
n+3He »t+p (6.17)
mit der Bindungsenergie
mp +2my —my = 8.48 MeV . (6.18)
Die Fusion des Deuteriums
d+d— "He™ + 4 (6.19)

mit der Bindungsenergie
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2m, + 2my, —m(*He™™) = 28.3MeV (6.20)

tritt wesentlich seltener auf, als die Produktion von *He™™ und 2H*. Da sie
aber aus Griinden der Entropie favorisiert ist, und ebenfalls keine Photonen mit
ausreichender Energie zur Photodesintegration mehr zur Verfligung stehen, muf
auch die Entstehung von “He'™ {iber einen Zwischenschritt beachtet werden.
Mogliche Reaktionen sind

n+3Het™ — THe™t 4 ~, (6.21)
d+3Het™ — *He™ " 4 p, (6.22)
p+t— Hett 4+, (6.23)
d+t— *Het™ +n. (6.24)

Bei Energien kleiner als 0.8 MeV wird das n/p-Verhiltnis durch schwache Wech-
selwirkungen zwischen Leptonen und Nukleonen weiter reduziert. Bei 0.1 MeV,
oder 1.2 x 10° K, oder 2 Minuten werden die freien Neutronen mit einer mitt-
leren Lebenszeit von 14.8 Minuten durch Betazerfall schon in grofler Anzahl
in Protonen umgewandelt. Zu dieser Zeit hat das n/p-Verhéltnis bereits seinen
endgiiltigen Wert

N, 1

— &= 6.25

N, 7 ( )
erreicht. Abb. 6.3 zeigt die Temperaturabhéngigkeit sowohl von diesem Verhélt-

nis, als auch von der Maxwell-Boltzmann-Verteilung.

6.3.2 Die schweren Elemente

Das Endstadium der Nukleosynthese, wie wir es heute messen, war bereits zwi-
schen 100 und 700 Sekunden nach dem Urknall erreicht. Das Universum bestand
— und besteht auch heute noch — fast ausschliefSlich aus Wasserstoff und He-
lium. Warum gibt es also keinen signifikanten Anteil schwererer Elemente?

Es ist eine Eigenart der Natur, dafl zwar Kerne mit A = 1...4 Nukleonen exi-
stieren, es aber keinen mit A = 5 Nukleonen gibt. Auch der Kern mit A = 8
Nukleonen ist nicht stabil. Dazwischen sind nur die instabilen Kerne Li und
"Be, sowie das stabile "Li. Wegen dieser grofien Liicke, und weil *He so stark
gebunden ist, hort die Nukleosynthese nach der *He-Produktion auf.

Die Fusionsrate bei der Energie E zweier Kerne der Ladungen 77, Z5 ist pro-
portional dem Gamow-Faktor

exp (—2%2> . (6.26)
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Abbildung 6.3: Verhiltnis von Neutronen zu Protonen im thermodynamischen
Gleichgewicht und zur heutigen Zeit.

Die Fusion von schweren Kernen wird also mit abnehmender Energie schnell
sehr unwahrscheinlich.

6.3.3 Massenverhiltnisse

Die Massenverhiltnisse der leichten Elemente erlauben eine wichtige Aussage
iiber das n/p-Verhiltnis zur Zeit der Nukleosynthese. Tatséchlich ist dies die
frithest mogliche Quelle an Informationen iiber den Urknall.

Aus dem Verhéltnis (6.25) erhalten wir direkt das Verhiltnis

N(“He) N,/2
X4 = = ~
N(H) N, - N,

1
— 6.27
G (6.27)
Ublicherweise gibt man das Verhiltnis der Masse von *He zur Gesamtmasse
'H + *He an.

4Xy

Y= —~—
1T 114X,

~ 0.25 (6.28)
Das Verhéltnis n der Anzahldichten von Baryonen zu Photonen ist proportional
zur Baryonendichte {2p. Steigt diese, so nimmt die Entropie pro Baryon ab, und
die Helium-Produktion kann frither einsetzen. Aber somit haben die Neutronen
weniger Zeit fiir einen (-Zerfall, das n/p-Verhéltnis ist grofler als 1/7. Die Folge
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ist eine hohere Heliumproduktion, und damit ein zunehmendes Y.

Die Vorkommnisse der anderen leichten Elemente héngen in &hnlicher Weise
von 7, aber auch von der mittleren Lebenszeit 7,, des Neutrons, und der Anzahl
der Neutrinofamilien F), ~ 3 ab. Mit Gl. (5.34), in die noch eine Proportiona-
litdtskonstante A eingefhrt wird, folgt fiir die Temperatur T, zum Zeitpunkt
des Entkoppelns, also wenn die Reaktionsrate gleich der Expansionsrate ist,

T,=A"13, (6.29)

Aus der Abhéngigkeit von der Proportionalitdtskonstanten A folgt, dafl eine
lingere Lebensdauer der Neutronen einen fritheren Zeitpunkt der Entkopplung
impliziert.

Die Expansionsrate H des Universums héngt iiber ,/geg mit der Anzahl der
Neutrinofamilien F}, zusammen. Sie wiirde mit mehr als drei Familien, oder ei-
ner unterschiedlichen Anzahl von Neutrino- und Antineutrino-Familien zuneh-
men. Bis 1990 beschrénkte die Menge an “He die Anzahl F, auf 3...5. Durch
Experimente am LEP (Large Electron-Positron) Beschleuniger am CERN (Con-
seil Européen pour la Recherche Nucleaire) bei Genf konnte F,, auf 3 festgelegt
werden.

In Abbildung 6.4 ist der UberschuB verschiedener Nukleonen im Verhiltnis zu
'H iiber dem Verhiltnis von Baryonen zu Photonen 7 aufgetragen. Die Kurven
stellen die Vorhersagen der Primordialen Nukleosynthese dar. Die schraffierten
Bereiche hingegen sind durch experimentelle Beobachtungen ausgeschlossen.
Zieht man alle Kurven in die Diskussion mit ein, so bleibt letztendlich ein
Bereich

2.8 <109 < 4.2 (6.30)

iibrig, in dem F), und 7,, mit dem Urknallmodell konsistent sind.

Mit dem Wert von n aus der Nukleosynthese kann man die Dichteparameter 2p
fiir Baryonen abschétzen. Die Anzahldichte der Photonen im CMB ist N, =
410 Photonen/cm?. Wird dies in die GIn. (6.10) und (6.11) eingesetzt, so folgt
mit der Protonenmasse mpg

. NB mpg ny mp

Op = = ~3.65 x 10"ph™2 . (6.31)
Pc Pc

Mit Gl (6.30) und A = 0.5...0.85 ergeben sich die Werte

0.01 < Qp <005 . (6.32)

Bestimmt man die Masse des Universums mittels der sichtbaren, und damit
baryonischen Materie, so folgt daraus ein Massendefizit: Fs g¢ibt zu wenig ba-
ryonische Materie, um das Universum zu schlieffen. Somit ist das Universum
also entweder tatséchlich offen, oder es muf} eine andere, nicht-baryonische Ma-
terie existieren.
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Abbildung 6.4: Massenanteile in Abhéngigkeit des Baryon zu Photon Verhélt-
nisses 7.

6.4 Ubungen

1. Berechnen Sie den auf die Strahlung zuriickzufithrenden Druck mit Hilfe
der heutigen Energiedichte der Strahlung.

2. Zeigen Sie, dafl ein Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit § in
Richtung 6 relativ zum CMB bewegt, das Schwarzkorper-Spektrum mit
der Temperatur T im Ruhesystem als ein Schwarzkorper-Spektrum mit
der Temperatur

B T
v (1 - Bcosb)

sieht. Bis zur ersten Ordnung in (3 entspricht dies der Dipol-Anisotropie

T (6.33)
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(6.8).

. Die Dipol-Anisotropie wird mit 1.2 x 10~3 T gemessen. Bestimmen Sie die

Geschwindigkeit der Erde relativ zum mitbewegten Koordinatensystem.

. Wie grof} sind die maximalen Dichtefluktuationen, um mittels

0T 1 (Laec\"0p (6.34)
T 3 Cldec p .

die Grofe Wand der Linge 170 h~!' Mpc zu ermdoglichen? Ly, ist dabei
die Grofle der Struktur zur Zeit der Entkopplung tg... Die Obergrenze
6T/T < 7 x 1075 sei gegeben. Warum kann man &p/p hier nicht mit den
COBE-Ergebnissen fiir die Anisotropie berechnen?

. Freie Nukleonen werden bis zu einer Energie von 0.07 MeV den Deute-

ronen vorgezogen. Wie grof§ ist das Verhéltnis der Anzahl der Photonen,
deren Energien die Bindungsenergie des Deuteron von 2.22MeV iiber-
steigt, zu der Anzahl der Protonen bei 0.07 MeV?



Kapitel 7

Teilchenphysik

7.1 Spinraum in der Quantenmechanik

7.1.1 Einfiihrung

Die Anzahl der Spinzusténde ngpi, eines Teilchens war nach Gl. (5.27) ein Fak-
tor bei der Diskussion des Freiheitsgrades g im thermischen Gleichgewicht.
Beispielsweise wurden Photonen verschiedener Polarisation als unterschiedli-
che Teilchen aufgefafit.

Geladene Teilchen mit einem magnetischen Moment richten sich in einem Ma-
gnetfeld aus. Obgleich es sich hier um einen quantenmechanischen Effekt han-
delt, ist das klassische Bild hierfiir eine Elektrische Ladung, die um eine Achse
parallel (oder antiparallel) zum externen Magnetfeld rotiert. Sei diese Ach-
se durch den Spinvektor S = (S5;,S5y,5-), und das externe Magnetfeld durch
B = (0,0, B,) gegeben. Die potentielle Energie, bedingt durch die magnetische
Kopplung, ist dann der Hamiltonoperator

H=AS -B=AS.B., (7.1)

wobei A eine Konstante ist. Messungen von H ergeben, dafl S, quantisiert ist.

1
Sziha o, ==%£1 (7.2)

Das unterschiedliche Vorzeichen entspricht dem klassischen Bild paralleler und
antiparalleler Ausrichtung, respektive rechts- und linkshéndigem Spin. Die Quan-
tisierung kann jedoch klassisch nicht erklart werden.

AuBlerdem wird das quantenmechanische Teilchen bei jeder experimentellen Be-
stimmung des Spins durch das notwendige externe Magnetfeld ausgerichtet. Ein
beobachtetes Teilchen kann also immer nur die zwei Zusténde (7.1) haben. Uber
den Zustand vor der Beobachtung kann keine Aussage gemacht werden. Es 148t
sich jedoch eine Wahrscheinlichkeit P angeben, mit der das Teilchen den Zu-
stand o, = 1 nach der Beobachtung einnehmen wird. Nach der Definition einer
Wahrscheinlichkeit ist diese fiir den Zustand o, = —1 dann P — 1.

79
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Definierte Spinzusténde haben die Werte o, = 1. Undefinierte Zusténde sind
eine Superposition dieser beiden, welche geometrisch oder algebraisch ausge-
driickt werden kann.

7.1.2 Geometrische Betrachtung

X9

Xe

Abbildung 7.1: Zweikomponenten Spinraum

Betrachten wir einen abstrakten, zweidimensionalen Raum mit den orthogona-
len Achsen x4 und y_. Mit dem Einheitskreis in Abbildung 7.1 gilt fiir die
Koordinaten x = (cos ¢, sin ¢), und damit nach Definition fiir die Wahrschein-
lichkeit P = cos? ¢ und 1 — P = sin? ¢. In dieser Darstellung kann jeder Spinzu-
stand durch Ursprungsvektoren zum Einheitskreis hin, den Spinoren, dargestellt

werden.
X:cosd><(1)>+singb<(1)> (7.3)

Die Punkte auf dem Kreisbogen sind also mogliche Zusténde vor einer Messung,
und die Schnittpunkte desselben mit den Achsen jene nach einer Messung. Alle
anderen Punkte haben keine physikalische Bedeutung. Die Dimension dieses
abstrakten Spinraumes ist durch die Anzahl der Spinoren x gegeben, und nicht
durch die Vektoren S oder o, die immer dreidimensional sind!

7.1.3 Algebraische Betrachtung

Algebraisch kann die Rotation eines Spinors 1 in einen Spinor ys durch einen
Operator U ausgedriickt werden, der auf x; wirkt.

x2=Ux1 (7.4)

Da U auf alle Komponenten von x; wirken muf}; wird er durch eine (n x n)-
Matrix beschrieben. Den speziellen Operator Sy mit
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- (UD(D)-(De oo

bezeichnet man als Aufsteigeoperator, bzw. den Operator S_ als Absteigeopera-
tor.

Da die Winkel im geometrischen Bild keine physikalische Bedeutung haben,
werden sie besser durch die komplexen Zahlen

ay = ae™ a_ =be’ (7.6)

ausgedriickt. Die Grofien a und b sind reelle Zahlen mit den Eigenschaften

o P+laP=a®+02=1 0<laz|<1. (7.7)

Die Winkel o und 3 miissen keine physikalische Bedeutung haben. Es gilt

P=lay* 1-P=|a_|*. (7.8)

Die komplexe Darstellung verkorpert das quantenmechanische Prinzip der Su-
perposition, welches folgende Aussage hat.

Wenn die Spinoren x4+ und y_ einen physikalischen Zustand be-
schreiben, so beschreibt auch jede lineare Superposition mit den
komplexen Koeffizienten a1 mit x = a4+ x4+ + a— x— von diesen,
einen physikalischen Zustand.

Dies erfordert einerseits einen komplexen Operator U. Andererseits mufl die-
ser nach den Gln. (7.4) und (7.7) auch unitir sein, damit ein Punkt auf dem
Kreisbogen in Abbildung 7.1 wieder auf diesen abgebildet wird.

Ut =Uu=1 (7.9)

7.2 Gruppentheorie

7.2.1 Eichtransformationen

Ein Beispiel fiir einen solchen unitiren Operator wire die Phasentransformation

U=¢"t, (7.10)

Operatoren dieser Form gehoren alle der Gruppe U(1) an, wobei U fiir Unita-
ritdt, und (1) fir die Ordnung der Gruppe steht. Der Phasenwinkel 6 ist ein
reeller Parameter der Gruppe, der einen global giiltigen Wert {iber die gesamte
Raumzeit hat. Gleichung (7.8) ist deshalb eine globale Eichtransformation.

Die Maxwellgleichungen sind beispielsweise invariant unter einer Phasentrans-
formation
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U = (@) (7.11)

Die elektrische Ladung @ ist dabei eine ErhaltungsgroBe. Die U(1) Symmetrie
verlangt, dal die Maxwellgleichungen unabhéngig von der Wahl der Variablen
0(x) im Gruppenparameter @ 6(z) sind. Da diese Eichsymmetrie exakt ist, ist
das Fichboson dieser Theorie, das Photon, masselos.

Aus Gl (7.9) folgt, da83

detU=1, (7.12)

und somit, dafl die Gruppe ein Element der globalen Gruppe SU(2) ist. S steht
dabei fiir Spezielle Bedingung.

7.2.2 Nichtkommutative Algebra

Der Operator U kann auch durch

U=¢H (7.13)

ausgedriickt werden. Wird Gl. (7.10) in Gl. (7.9) eingesetzt, so folgt daraus,
dafl H hermitesch sein muf.

H=H' (7.14)

Gl. (7.9) impliziert, dafl die Spur von H verschwinden mufl. Die Matrix H kann
deshalb mit den Pauli-Matrizen

ax:((l)(l)), ay=<?_0i>, Uz:<(1) _01> (7.15)

H= 0101+920y+030z (7.16)

als

geschrieben werden.

Die Zahl 1 in SU(1) ist die Spur der Pauli-Matrizen in SU(2). Sie generiert eine
abelsche Algebra,

0105 — 020, = [01,05] =0, (7.17)

wéhrend hingegen die Pauli-Matrizen eine neue nichtkommutative Algebra

03,051 =210y (7.18)

erzeugen. Die 4, j, k sind eine zyklische Vertauschung der z,y, z. Der Antikom-
mutator

0,0 =0;0;+0;0; (7.19)
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verschwindet fiir ein beliebiges Paar von Pauli-Matrizen.

Die Beobachtung beispielsweise eines Spins eines Elektrons wird durch einen
Operator S beschrieben, der auf den Zustand x1 des Spins wirkt. Das numerische
Ergebnis ist dann s.

Sx1=sx2 (7.20)

Ist der Operator eine diagonale Matrix wie

&:i%h@, (7.21)

impliziert dies physikalisch eine Messung des Spins in z-Richtung, und fiithrt zu
den FEigenwertgleichungen

1 1 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 0 1

wobei die Spinoren y+ die Eigenzustinde des Operators S,, und die Zahlen s,
seine Figenwerte sind.Wegen Gl. (7.21) ist die Lénge von S = |S| = A, und
seine Ausrichtung parallel oder antiparallel zur z-Achse.

Physikalische Beobachtungen sind also lineare (Spinraum — Spinraum) Opera-
toren, die durch n-dimensionale diagonale Matrizen ausgedriickt werden, wobei
n die Anzahl der moglichen Ergebnisse der Beobachtung ist.

7.2.3 Vertauschungsinvarianz

Die Summe

S=S,+8S, (7.24)

der Spinvektoren zweier Elektronen a und b mit den Spinnorzusténden x%,
X%, Xi, x?, kann jeden Wert 0...1 - i annehmen. Die Quantenmechanik for-
dert aber ein ganzzahliges Vielfaches von &, was wichtige Konsequenzen fiir die
Atom- und Teilchenphysik mitbringt.

Die Projektion |S,s,) kann fiir einen Zwei-Elektronen Spinzustand die Werte
s, =0fur S =0und s, = £1 fiir S = 1 annehmen.

I1,1), [1,0), |1,—1) (7.25)

Diese Zustande konnen durch die Ein-Elektronen Zustiande

’171> = Xi Xiu |17_1> = Xa; Xlia ’170> = X?t Xbiu |070> = X?F Xi)t (726)
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ausgedriickt werden. Das Problem der Uneindeutigkeit bei S = 0 wird durch ei-
ne Symmetrie, ndmlich der Vertauschungsinvarianz beziiglich zweier identischer
Teilchen (Hier: a und b), gelost. Die jeweiligen Gleichungen in (7.26) kénnen in
einen symmetrischen Anteil

1 a a
\1,0>=\[2(x+x”+xxi)7 (7.27)

und einen antisymmetrischen Anteil

1 a a
10,0) = \/; (x> —x2x%) (7.28)

umgeschrieben werden. Physikalisch bedeuten diese linearen Superpositionen,
dafl die Beobachtungen der Spins mit gleicher Wahrscheinlichkeit nur entweder
Pt 2 oder Y% ler ergeben, unabhéngig davon, in welchem der beiden Zusténde
(7.27) oder (7.28) sich das System befindet. Aus der Wurzel ergibt sich die
Wahrscheinlichkeit dafiir zu P = %, wodurch insgesamt alle Zusténde (7.26)
mit gleicher Wahrscheinlich aufzufinden sein werden.

7.2.4 Ladungsoperator

Proton und Neutron haben unterschiedliche Ladungen und magnetische Mo-
mente. Kénnten wir die schwache Wechselwirkung “abschalten”, und nur noch
die starke Wechselwirkung betrachten, so wéren sie bis auf eine kleine Massen-
differenz, welche aber noch als elektromagnetischer Effekt erklart werden kénn-
te, identische Teilchen. Ein Nukleon wére dann ein Zweikomponenten-Zustand
im abstrakten Ladungsraum mit den Basisvektoren p und n.

N = < z ) (7.29)

Analog zur Diskussion des Spins, sind dies Eigenzusténde eines Operators I3 =
%az, mit Eigenwerten

1
I3 = j:§ . (7.30)
Das Proton mit der Ladung () = +1 hat somit I3 = —1—%, und das Neutron
I3 = —%. Der Ladungsoperator lautet in Matrixform
1

und in Matrixform

o-2(5 )20 )= 0) o
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7.2.5 Isospin

Analog kénnen zwei weitere Operatoren I; und I, definiert werden, die mit den
Ladungszustéinden wechselwirken.

st ()()HE) e

Im Gegensatz zum Spin, wo o ein Vektor im gewohnlichen dreidimensionalen
Raum ist, sind die 1 2 3 Komponenten des Isospin- Vektors I im abstrakten drei-
dimensionalen Raum.

Der Vorteil dieser Darstellung ist, dafl sowohl die starke Wechselwirkung von
Protonen und Neutronen, als auch ihre linearen Superposition, stets symme-
trisch sind. Die starke Wechselwirkung besitzt Isospin-Symmetrie. Dies gilt je-
doch nicht fiir die elektromagnetische Wechselwirkung, da diese in der Natur
nicht vernachlassigt werden kann, wie es hier zuvor geschehen ist.

7.2.6 Schwache Ladung

Um auch Massendifferenzen in Betracht ziehen zu koénnen, schreiben wir die
Leptonen als Komponenten dreier SU(2) Doublets.

ee:(;’i> : eu:(/’:‘i) : @:(fi) . (7.34)

Die Antiteilchen formen analoge Doublets, jedoch ist die up/down Reihenfol-
ge vertauscht. Insgesamt erhélt man einen schwachen Isospinraum, der in der
algebraischen Struktur dem Spinraum, bzw. Isospinraum &hnelt, und von den

Basisvektoren
1 _ 0
l/e:<0> , e :(1) (7.35)

aufgespannt wird. Dies sind Eigenzusténde eines Operators

1 171 0

Die Eigenwerte T3 = :I:% nennt man schwache Ladung.

7.2.7 Schwache Hyperladung

In der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung werden Teilchen durch

lokale FEichfelder ausgedriickt. Die Eichsymmetrie wird durch das Produkt
SU(2)w) ® U(L)y)

der lokalen Symmetriegruppen des Isospins und der Schwachen Hyperladung
mit der Quantenzahl Y, wobei
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1
5Y =Q-Ts, (7.37)

erganzt.

Aus der Tatsache, dafl diese Symmetrie in der Natur beobachtet werden kann,
148t sich schlieflen, dafi die elektroschwache Wechselwirkung kein Unterschied
zwischen Neutrino- und Elektronfelder und linearen Superpositionen selbiger
sieht. Da die Symmetrie lokal ist, sind die die elektroschwache Wechselwirkung
bestimmenden Gesetze unabhéngig von der Wahl der lokalen Eichfunktionen.

Da von den vier Eichbosonen 7, Z% W+, W~ nur das Photon masselos ist,
spricht man von einer gebrochenen Symmetrie.

7.3 Quarkmodell

7.3.1 Flavour

Hadronen, also Baryonen (ggq) und Mesonen (qq), wechselwirken mit einer ty-
pischen Lebensdauer von 107'0s immer schwach, geladene Hadronen unterlie-
gen zusétzlich der elektromagnetischen Wechselwirkung. Diese werden jedoch
immer von starken Wechselwirkungen mit einer Lebensdauer von 10723
niert.

s domi-

Das mannigfaltige Spektrum hadronischer Reaktionen kann durch die Forde-
rung einer Isospin-Symmetrie vereinfacht werden. 1962 wurde jedoch gezeigt,
dafl diese Symmetrie noch nicht ausreichend ist. Hadronen kénnen némlich aus
drei hypothetischen Zusténden, den Quarks q = u,d, s gebildet werden. Die-
ser dreidimensionale Raum mit der Eichsymmetrie SU(3) ist eine Erweiterung
des SU(2) um eine zusétzliche Quantenzahl, der Strangeness mit dem Zustand
s. Zusammen mit den up- und down-Quarks gibt es also drei Flavours. Die
Konfigurationen der nukleonischen Grundzusténde sind

p=uud n=udd (7.38)

und die der mesonischen Grundzustiande

1 _
7T = ud 7 = — (ui +dd T =du
\/§( )

Kt=us K%=ds. (7.39)

Die fundamentale Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung benétigt zur
Vervollsténdigung eines zweiten SU(2),,-Doublets mit dem s-Quark einen vier-
ten Flavour. 1974 wurde dieses lange vorhergesagte charme-Quark c gleichzeitig
von Teams am MIT und SLAC entdeckt.
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Die Entdeckung des 7-Leptons am SLAC in den folgenden Jahren legte die
Anzahl der Lepton-Familien auf drei fest. 1977 wurde schliefilich am ete™-
Collidier CESAR das fiinfte Quark mit der gleichen Ladung wie d und s, aber
vom Flavour bottom gefunden. Fantasievollere Zeitgenossen nennen dieses auch
beauty. Mit dem top-Quark als bisher noch nicht entdeckten Partner im dritten
SU(2),,-Doublet konnen die drei Quark-Familien schlielich wie folgt dargestellt

@

Die Symmetrie der starken Wechselwirkung kénnte logischerweise zur SU(n) fiir
Quarks mit n verschiedenen Flavours erweitert werden. Jedoch sind die Massen
der Quarks so unterschiedlich, daf schon die SU(4) gebrochen wiire.

7.3.2 Ladung

Quarks besitzen die Baryonenzahl B = 1 (GI. 7.38). Aus der SU(2),, folgt, daf
alle Zusténde T3 = % die Ladung @, bzw. analog alle T3 = —% die Ladung Qg
haben.
2Qu+Qa=1 Qu+2Qs=0 (7.41)
Die tatséchliche Verteilung ist
2 1

w = =—c 7.42
Qu=35 @i=-—3 (7.42)
Aus GL.(7.37) folgt fiir die schwache Hyperladung
2 1
d 3T 3 (7.43)

Quarks unterscheiden sich also nur durch die schwache Hyperladung von den
Leptonen. Mit der Leptonenzahl L folgt

Y,=B-L=-1. (7.44)

7.3.3 Farbe

Aus spektroskopischen Untersuchungen hadronischer Reaktionen folgt zwin-
gend, daBl ein Quark in drei unterschiedlichen Modifikationen vorkommen muf3,
was einen weiteren Unterschied zu den Leptonen darstellt. Da diese Modifi-
kationen in keinem Zusammenhang mit den bisher diskutierten Eigenschaften
stehen, weifit man ihnen eine neue Grofle, ndmlich die sogenannte Farbe zu. Die-
se spannt einen abstrakten dreidimensionalen Raum mit der Symmetrie SU(3).
auf. Die Basisvektoren sind

1 0 0

gr=1| 0 qB = qy =
0 0

—_
)

(7.45)

—_
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wobei R, B,Y hier exemplarisch fiir Rot, Blau und Gelb, sowie ¢ fiir die Fla-
vours u,d, ¢, s,t,b stehen.

Die Farbe ist eine absolut erhaltene Quantenzahl. (Zur Erinnerung: Flavour bei
schwacher Wechselwirkung gebrochen.) Das Gluon, ein Vektorboson, verant-
wortlich fiir die Bindung von Quarks an Hadronen, muf§ somit auch eine Farbe
haben, da es mit Leptonen nicht wechselwirkt. Damit kénnen die Gluonen, im
Gegensatz zu Photonen, die keinerlei Ladung tragen, auch untereinander wech-
selwirken.

Da es drei ,verschiedenfarbige® Quarks gibt, miissen, damit jedes Farbpaar
angesprochen werden kann, neun Gluonen existieren. Die Linearkombinationen
RR, BB, YY sind jedoch alle farbneutral und total antisymmetrisch unter Ver-
tauschung zweier Farben, weshalb die Gruppentheorie, die nur acht verschiedene
Gluonen erlaubt, nicht verletzt wird.

Es sei angemerkt, dafl noch nie freie Quarks im Labor beobachtet wurden. Den-
noch ist dieses Verhalten nach den Eigenschaften des Vakuums sehr natiirlich.
Beispielsweise kann in dieser Hinsicht das Quark-Antiquark-Paar in einem Me-
son mit den Polen eines Magneten verglichen werden. Zerbricht man den Ma-
gneten, so erhélt man ein neues Polpaar. Die zwei neu hinzugekommenen Pole
an der Bruchstelle wurden also aus dem Vakuum heraus produziert. Ganz ana-
log erhélt man beim ,, Aufbrechen“ eines qg-Paares zwei neue Mesonen aus dem
Vakuum. Je grofler die Distanz zweier Quarks also ist, desto grofler ist ihr Bin-
dungspotential. Oder umgekehrt kénnen Quarks mit minimalem Abstand im
wesentlichen als frei angesehen werden! (Asymptotische Freiheit)

Mesonen, bestehend aus einer von drei Farben und der entsprechenden Anti-
Farbe, sind farbneutral. Aber auch bei Hadronen wurde die Farbeigenschaft
noch nie beobachtet, weshalb auch diese farbneutral sein miissen. Dies ergibt
sich bei einer total antisymmetrischen Linearkombination dreier Quarks q, ¢, ¢”.
Damit folgt verallgemeinert aus Gl. (7.28)

1
7%%%%—%%%+%%&-%%%+w%%—w%%% (7.46)

6
Wegen (7.45) miissen Operatoren der SU(3) 3 x 3-Matrizen sein. Jede spur-
lose hermitesche 3 x 3-Matrix kann als Linearkombination von acht Matrizen
Ai geschrieben werden (Pauli-Matrizen), von denen zwei diagonal sind (zwei
Observable). Mit der Strukturkonstanten c;j, folgt

[Ais Aj] = cijik - (7.47)

Das direkte Produkt aus der Symmetrie des Farbraumes (7.45) mit der elek-
troschwachen Symmetrie fithrt zu einer globalen Symmetrie gluonischer Wech-
selwirkungen von Quarks und elektroschwacher Wechselwirkungen von Lepto-
nen und Quarks.
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SU(3)e @ SU(2)w @ U(1)B—L (7.48)

Dies stellt das Standardmodell der Teilchenphysik (Nicht das der Kosmologie!)
dar, welches eine fundamentale Rolle bei der Diskussion des primordialen Uni-

versums spielen wird.
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Kapitel 8

Symmetrien

8.1 Diskrete Symmetrien (C, P, T)

8.1.1 Paritit

Physikalische Gesetze sollten von der Wahl der Koordinaten der Raumzeit un-
abhéingig sein. Genauer gesagt sind sie translations- und rotationssymmetrisch.
Translationen und Rotationen sind hier stetige Transformationen in dem Sinn,
daf} sie aus endlich vielen infinitesimalen Transformationen zusammengesetzt
werden konnen.

Bei der Transformation eines rechtshindigen Koordinatensystems in ein linkshiandi-
ges oder umgekehrt (z,y,z < —z,—y, —z) handelt es sich demnach um eine
diskrete Transformation. Die Spiegelung im Dreidimensionalen nennt man Pa-
ritdtstransformation, den dazugehorigen Operator Paritdtsoperator P.

Pv=-v (8.1)

Der Vektor v ist dabei ein Figenvektor von P mit dem Eigenwert P = —1. Eine
Funktion f(r) des Ortsvektors r wird durch P in

P f(r) = f(-r) (8.2)

transformiert. Sei f(r) eine skalare Funktion, welche unter der Paritéitstrans-
formation

entweder symmetrisch f(=r) = f(r)
oder antisymmetrisch : f(=r) = —f(r)

ist, dann ist (8.2) eine Eigenwertgleichung mit der FEigenfunktion f(r) von P,
welche den Eigenwert P = +1 besitzt. Skalare konnen unter P also entweder
der geraden Paritit P = +1 entsprechend (Skalare), oder der ungeraden Paritit
P = —1 entsprechend (Pseudoskalare) transformieren.

91
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Alle Teilchen transformieren unter P in einer bestimmten Art, ndmlich in Form
eines Skalars, Pseudoskalars, Vektors, oder etwas anderem. Sind die Teilchen
FEigenzustdande von P, so ist die Paritdt P = +1 eine ihnen zugehorige Eigen-
schaft. Bosonen sind Eigenzustinde von P, Fermionen wegen ihrer Natur als
Spinor jedoch nicht. Fermion-Antifermion-Paare wiederum sind Eigenzusténde
ungerader Paritat P = —1.

Sowohl starke, als auch elektromagnetische Wechselwirkungen erhalten die Pa-
ritédt. In einem génzlich paritdtserhaltenden Universum wére es jedoch unméglich
zu sagen, welche Richtung links, und welche rechts ist. 1957 hat sich schlie-
lich herausgestellt, dafl schwache Wechselwirkungen die links-rechts-Symmetrie
maximal verletzen, da sich die innere Paritét eines Teilchens dndern kann. Die
absolute Richtung kann also jederzeit durch ein 8-Zerfallsexperiment festgestellt
werden.

8.1.2 Helizitat

Eine Konsequenz dieser maximalen Verletzung ist die Helizitdt H der Neutrinos.

_Sp

p|

Neutrinos sind immer (!!!) linkshéndig (S 1| p), ihre Helizitét ist H = —1.

Wiirde man sie aus einem Bezugssystem beobachten, das schneller als sie selbst

flége, so wiirde sich ihr Momentenvektor umkehren und ihre Helizitdt ware

positiv. Neutrinos sind masselos — nehmen wir es zumindest mal an — und

bewegen sich somit mit Lichtgeschwindigkeit, was sie als linkshéndig festlegt.

Die Natur ist also nicht symmetrisch! In Analogie sind Antineutrinos immer
rechtshéndig.

(8.3)

Da keine andersartigen Neutrinos, bzw. Antineutrinos beobachtet wurden, kénnen
sie auch nicht der schwachen Wechselwirkung unterliegen. Sie sind 7T3-neutrale
SU(2),,-Singlets. Damit erweitert sich die Familie der Elektronen/Antielektronen
zu

(%L vor () (8.4)

(&

€+ _ +
_ (Te) L (eM)r . (8.5)
Ve ) g

Dies gilt auch fiir die Familien der g und 7.

Obgleich ,falschhindige“ Elektronen und Positronen existieren, sind, da sie
massenbehaftet sind, ihre Wechselwirkungen stark unterdriickt.

Analoges gilt fiir Quarks, und mit den ergénzenden Singlets ergibt sich

(§) e @a (5.
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sowie Entsprechendes fiir die beiden schwereren Familien.

8.1.3 Ladungskonjugation

Die Ladungskonjugation C, angewendet auf ein Teilchen, {iberfithrt dies in sein
eigenes Antiteilchen. Bei flavourlosen Bosonen wie dem Pion &ndert sich dabei
lediglich die Ladung.

Crt =n~ (8.7)

Geladene Pionen sind im Gegensatz zu den 7° also keine Eigenzustéinde von
C, welche die Vorzeichen aller Flavours, Leptonenzahlen und Baryonenzahlen
umkehren.

Sowohl die Ladungskonjugation, als auch der Paritdtsoperator machen bei Neu-
trinos nicht viel Sinn, da jeweils die unbeobachteten Zustédnde resultieren.

Cvr =rp, (8.8)

PVL = VR (89)

Beide Operationen in Kombination ergeben jedoch wieder bekannte Zusténde.

CPv, =Cvgp=rp (810)

Die schwache Wechselwirkung ist bis auf 0.22 % symmetrisch unter CP. Diese
kleine Verletzung wurde bei Kaonen festgestellt, ist aber noch nicht génzlich
verstanden. Im néchsten Kapitel wird jedoch deutlich werden, dafl dieser win-
zige Effekt eine fundamentale Bedeutung in der Kosmologie hat. Die starke
Wechselwirkung verletzt die CP gleichermaflen mit unterschiedlichem Vorzei-
chen, so daB die tatsichliche Verletzungsrate kleiner als 1079 ist. Der Grund
hierfiir ist auch noch unbekannt.

8.1.4 Zeitumkehr

Die dritte wichtige diskrete Symmetrie ist die Symmetrie unter Umkehr des
Zeitpfeiles, oder die Zeitumkehr T. Analog zur Paritéit beziiglich des Raumes,
ist T spiegelsymmetrisch zur Zeitachse. Alle physikalischen Gesetze reversibler
Prozesse sind so formuliert, dafl die Zeitumkehr ¢ <+ —t keine beobachtbaren
Effekte bewirkt.

Die Zeitumkehr spielt vor allem in Verbindung mit der kombinierten CPT-
Symmetrie eine wichtige Rolle. Diese sagt beziiglich einer Teilchenreaktion aus,
daB ein in Richtung z einfliegendes linkshdndiges Teilchen dquivalent zu einem
in z ausfliegenden rechtshindigen Antiteilchen ist. Eine Konsequenz daraus ist
die Gleichheit der Massen von Teilchen und Antiteilchen. Sind die beiden Part-
ner instabil, so miissen sie auch die gleiche Lebensdauer haben.
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Ein grundlegender Begriff der theoretischen Physik ist die Vollkommenheit der
CPT. Da die CP aber leicht verletzt ist, muf folglich auch T in gleichem Mafe
mit entgegengesetztem Vorzeichen verletzt sein. Viele Experimente beschéftigen
sich, unter stets steigenden Anforderungen an die Prizision der Messungen, mit
der CPT-Symmetrie, der CP-Symmetrie und der T-Symmetrie.

8.2 Spontane Symmetriebrechung

Da eigentlich nur wenige Symmetrien als exakt beobachtet werden, ist die Sym-
metriebrechung ein offensichtlich wichtiger Mechanismus. Zum Versténdnis der
spontanen Brechung von Teilchensymmetrien seien einige Beispiele genannt.

8.2.1 Beispiele

Ein zylindrischer Stab steht senkrecht auf einer horizontalen Oberfliche. Auf
sein oberes Ende wirkt eine vertikale Kraft nach unten. Beziiglich einer Rotati-
on um die vertikale Stabachse ist das System symmetrisch. Wird die Kraft so
grof}, dafl sich der Stab durchbiegt, so ist die Zylindersymmetrie gebrochen.

Energy
A

e

Magn’etizction

Abbildung 8.1: Potential in Abhéngigkeit der Magnetisierung eines Stabmagne-
ten oberhalb (a) und unterhalb (b) der Curietemperatur

Ein eisener Stabmagnet verliert oberhalb der Curietemperatur von 770°C seine
Magnetisierung. Die zufillige Ausrichtung aller Elementarmagnete entspricht
einem Minimum in der potentiellen Energie beim Verschwinden der Magnetisie-
rung (Abb. 8.1a). Somit besitzt dieser Magnet jetzt volle Rotationssymmetrie.
Die entsprechende Gruppe ist die O(3) fiir orthogonale Rotationen im dreidi-
mensionalen Raum.

Sinkt die Temperatur unter 770°C, so wird die Symmetrie spontan gebrochen.
Der entsprechende Verlauf der potentiellen Energie ist in Abb. (8.1b) dargestellt
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(Polynom mindestens vierter Ordnung). Sie hat zwei tiefere Minima, die sym-
metrisch zum Punkt keiner Magnetisierung sind, und den Nord-, bzw. Siidpol
reprisentieren. Der Grundzustand des Stabmagneten ist jetzt eines dieser Mi-
nima. Die zuvor verschwundene makroskopische Magnetisierung stellt sich des-
halb wieder ein.

Als drittes Beispiel sei ein Skalarfeld ¢(x) im Vakuum gegeben, wobei = die
Koordinate in der Raumzeit ist.

!

0 > g

Abbildung 8.2: Potential eines reellen Skalarfeldes ¢

Entspricht die potentielle Energie einer parabolischen Form wie in Abb.(8.2),
so kann die Gesamtenergie als

B(6) = Bin() +V(6) = 3 (Vo) + 5 m6? (311)

geschrieben werden.

Nach quantenmechanischer Rechnung erhélt man, daf die effektive Masse eines
Feldes tatséchlich positiv ist. Sie kann also als ein physikalisches Skalarboson
interpretiert werden! Die Bosonen bewegen sich in einem Vakuum, das mit dem
rein klassischen Feld ¢qg ,,gefiillt“ ist. Mit der spontanen Symmetriebrechung
dndert sich also lediglich die Masse des Skalar-Bosons.

8.2.2 Das Higgsboson

Nehmen wir an, die SU(2),, ® U(1) sei exakt. Die Theorie verlangt dann vier
Vektorbosonen B, W+, W% W~ welche masselos sind. Das Higgsfeld

[ 1+ id
$= < ¢3 + ida ) (8.12)

erhilt, selbst wenn wir uns in ein Gebiet begeben, in dem die Symmetrie spon-
tan gebrochen ist, die physikalischen Eigenschaften der Vektorbosonen. Diese
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wechselwirken mit den vier reellen Komponenten ¢; des SU(2),,-symmetrischen
Feldes ¢. Das Vakuum entspricht dabei dem Zustand

$p1=¢2=0 ¢§ + qﬁ = const. > 0. (8.13)

Dieses rotationssymmetrische Potential ist in Abb. 8.3 dargestellt.

4

°
Abbildung 8.3: Higgs-Potential eines komplexen Skalarfeldes ¢

An Punkten wie ¢3 > 0, ¢4 = 0 ist die Rotationssymmetrie spontan gebrochen,
und das Skalarfeld erhélt eine Masse, die einem freien Higgsboson im Vakuum
entspricht. Als Konsequenz werden die mit dem Skalarfeld wechselwirkenden
Vektorbosonen W+, W~ massiv. Die neutralen Felder B, W? sind von der
Form

v = BY cos B, + WO sinf,,, (8.14)

7% = —B% sinf,, + W° cos b, . (8.15)

Da 7 nicht elektroschwach wechselwirkt, bleibt es masselos, wobei hingegen Z°
massiv wird.

Das Higgsboson erkldrt also die spontane Brechung der SU(2),, ® U(1) Symme-
trie. Seine Masse ist

my = 2V/\ - 246 GeV . (8.16)
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Der Wert von A ist leider unbekannt, jedoch kann eine untere Massengrenze von
65 GeV angegeben werden.

8.3 Grand Unified Theory (GUT)

8.3.1 Phaseniiberginge

Die Entwicklung des Universums fand in Phasen exakter und gebrochener Sym-
metrien statt. Die frithe Kosmologie mufi deshalb durch Phaseniiberginge be-
schrieben werden. Der chronologische Parameter wird hierbei die Temperatur
T sein.

1 A AT?
Da T antiproportional zum Energieerwartungswert ¢ des Vakuums ist, gibt es

eine kritische Temperatur

20
Tc}¢:0 ==, (8.18)

VA

8.3.2 Die erste Mikrosekunde
E~1GeV:

Es existieren lediglich Protonen und Neutronen als Quarks. Die Farbsymmetrie
SU(3). ist noch giiltig, auch wenn das nicht offensichtlich ist, da Hadronen farb-
neutrale Singlets sind. Es scheint, daf3 die Farbkraft durch Mesonen, also gebun-
dene Quarkzustédnde, {ibermittelt wird. Es gibt keinen Nachweis der schwachen
Isospinsymmetrie SU(2),,, die schwache und elektromagnetische Wechselwir-
kung sind unterschiedlich. Die Leptonenmasse variiert stark. Aus der Ladungs-
erhaltung folgt lediglich die Exaktheit der elektromagnetischen Eichsymmetrie
U(1).

1GeV < F <100GeV:

Mit steigender Temperatur werden sich jetzt schwache und elektromagnetische
Wechselwirkung immer dhnlicher. Die vorhandenen Teilchen sind Quarks, Gluo-
nen, Leptonen und Photonen. Alle Fermionen, unter Umsténden die Neutrinos
ausgenommen, sind massiv.

Die elektroschwache Symmetrie SU(2),, ® U(1)p_1, ist gebrochen. Die elek-
troschwache Kraft wird iiber masselose Photonen und virtuelle W* und Z°
Vektorbosonen, die wegen ihrer zu geringen Energie aber noch nicht frei sind,
iibertragen. Die SU(3). ® U(1) Symmetrie ist exakt, und Wechselwirkungen
zwischen Quarks werden durch die Farbkraft bestimmt.
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E ~100GeV:

Freeze-Out der W und Z, da deren Ruhemasse inzwischen erreicht ist. Ebenso
fallt das Higgsboson spétestens jetzt aus.

Es gibt keinen Unterschied zwischen der schwachen und elektromagnetischen
Wechselwirkung. Es existieren jetzt allgemein Wechselwirkungen iiber geladene
schwache Strome (Z°), bzw. neutrale schwache Stréme (Z*, ). Wegen zu groer
Massenunterschiede ist diese Symmetrie aber nicht exakt.

E ~1TeV:

Da Laborexperimente heute bis zu dieser Energie reichen, scheint das bisherige
Modell recht zuverldssig zu sein. Jetzt findet aber ein Phaseniibergang zwischen
exakter und spontan gebrochener Symmetrie SU(2),®U(1)g_1, statt. Das Ende
der elektroschwachen Vereinigung wird dadurch markiert, daf§ Vektorbosonfel-
der, skalare Higgsfelder und Fermionfelder massiv werden.

1TeV < E < 101415 GeV:

In diesem hohen Energiebereich konnte eine strengere Symmetrie gelten, die
aber nach unten hin gebrochen ist. Selbst wenn hier die ,,normale“ Physik noch
gilt, erwartet man bei Energien von 104715 GeV einen Phaseniibergang zur
GUT (Grand Unified Theory).

10 GeV < E < 1019 GeV:

Innerhalb der G,-Symmetrie, wobei

G, =SU(3),®SU(2), ® U(1)5_, (8.19)

definiert wurde, kann die Vereinigung der Kréfte nicht erreicht werden. Da diese
das Produkt dreier Gruppen darstellt, gibt es prinzipiell drei Kopplungskon-
stanten g1, go und gs. Eine tatséchliche Vereinigung wiirde aber eine Reduktion
auf lediglich eine Kopplungskonstante g verlangen. Die Werte der g,, werden im
Moment der spontanen Symmetriebrechung bestimmt.

Die Kopplungskonstanten sind Funktionen der Energie. Eine Extrapolation
aus dem bekannten Niederenergiebereich ergibt einen ungefihren gemeinsamen
Schnittpunkt bei einer Energie von 103 — 10! GeV (Abb. 8.4 links). DaB es
nicht einen exakten Schnittpunkt gibt konnte daran liegen, dafl zwischen G
und Ggyr weitere Zwischensymmetrien liegen, welche die Steigung der darge-
stellten Geraden beeinflussen.

Erst in jingster Zeit wurde die Vereinheitlichung erreicht, durch die Theorie
der Supersymetrie (Abb. 8.4 rechts), der Symertrie zwischen Teilchen mit halb-
zahligem und ganzzahligem Spin. Diese fithrt neben vielen weiteren Teilchen,
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Unification of the Coupling Constants
in the SM and the minimal MSSM

g 60; '\1 & :g 60§ <ty
. SM MSSM
50 E o 50 £ <
E ~ [ ™
1/a, / g IfaL,
| / 0k ‘“’"‘"”y
10 £ ,/ 10 Eogp
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O s 0 s O 5 0 s
10logQ 10logQ

Abbildung 8.4: Verlauf der inversen Kopplungskonstanten links im Standardmo-
dell und rechts in der Supersymetrie Erweiterung des Standardmodells (MSSM).

die man teilweise schon experimentell nachweisen kénnen miifite, eine erhaltene
multiplikative Quantenzahl, die Paritdt R ein.

R = (—1)3B+L+2s (8.20)

Alle bekannten Teilchen (Particles) haben R = +1. Die Theorie erlaubt aber
genau so viele supersymmetrische Partner (Sparticles) mit R = —1. Die Erhal-
tung von R impliziert die ausschlieflliche Produktion von sparticle/antisparticle-
Paaren. Die leichtesten supersymmetrischen Teilchen miissen deshalb stabil
sein.

E > 109 GeV:

Auf der Energieskala ist jetzt die Planckmasse erreicht. Gravitative und quan-
tenmechanische Effekte sind von dquivalenter Wichtigkeit, so dafl die Teilchen-
physik nun nicht mehr ohne Beriicksichtigung der Gravitation auskommt. Bis-
her gibt es aber noch keine Theorie, die diese beiden Effekte vereint.

Es ist bisher noch nicht verstanden, warum es genau drei Lepton-, bzw. Quark-
Familien gibt, denn fiir die Theorie der Symmetrie wiirde eine Familie geniigen.
Diese FUT (Family Unification Theory) mufl nicht notwendigerweise mit der
GUT identisch sein.

Weitere offene Fragen sind unter anderem:

e Bedeutung der vielen freien Parameter von Gg.

e Warum ist die elektrische Ladung so, wie sie ist?
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o Wieviele Higgs-Skalare gibt es?
e Was ist der Grund fiir die CP-Verletzung?
e Warum ist die Paritdt maximal verletzt?

e Verschwindet die links/rechts-Asymmetrie bei hoheren Energien?

In einer GUT sind alle Leptonen und Quarks Komponenten ein und desselben
Feldes. Es miissen also Leptoquark-Vektorbosonen X existieren, die Quarks in
Leptonen und umgekehrt umwandeln kénnen. Dies wiederum hétte immense
Folgen auf die Stabilitdt der Materie, da sich die in einem Proton befindlichen,
in Leptonen umwandelnden Quarks, dieses instabil werden lassen wiirden. Die
experimentell bestimmte Grenze der mittleren Lebensdauer eines Protons ist

7, > 10% Jahre, (8.21)

womit sich GUT’s basierend auf der SU(5) bereits als Kandidaten ausschlieflen
lassen.

8.4 Neutrino-0Oszillationen

Experimente auf der Spur massenbehafteter Neutrinos'

Experimente mit Neutrinos, die in der Sonne oder der Atmosphére entstehen,
liefern seit laingerem Hinweise auf Neutrino-Oszillationen, d.h. der Umwandlung
einer Neutrinoart in eine andere, und damit eine von Null verschiedene Ruhe-
masse der Neutrinos. In den letzten Monaten haben diese Indizien durch neue
Ergebnisse des Super-Kamiokande-Experiments in Japan wesentlich an Gewicht
gewonnen. Insbesondere die aktuellen Resultate iiber Atmosphéren-Neutrinos
liefern erstmals eine iiberzeugende Evidenz fiir massenbehaftete Neutrinos.
Als Anfang Juni 1998 die Super-Kamiokande-Kollaboration auf der Neutrino
'98-Tagung in Takayama (Japan) ihre aktuellen Ergebnisse iiber die Evidenz
fiir Oszillationen von Atmosphéren-Neutrinos vortrug, wurde dies als absoluter
Tagungshthepunkt und als eines der potentiell wichtigsten Resultate der expe-
rimentellen Neutrinophysik gewertet. Dies beruht darauf, dafl die experimentell
so schwer nachzuweisenden Neutrinos lange als masselos galten. Dies hat sich
mit der vorliegenden iiberzeugenden Evidenz fiir Neutrino-Oszillationen durch
Super-Kamiokande geéndert, da gemifl den Gesetzen der Quantenmechanik
nur massenbehaftete Neutrinos ,,oszillieren“, d.h. sich in andere Neutrinoarten
umwandeln kénnen. Ein Beispiel einer Oszillation ist der Ubergang eines myo-
nischen in ein tauonisches Neutrino v, — v..

Weitere Fragen werfen die experimentellen Hinweise auf ein signifikantes Defizit
der auf der Erde detektierten Sonnen-Neutrinos auf. Da ein astrophysikalischer
Ursprung dieses Defizits nahezu ausgeschlossen ist, wird eine Erklarung auf der

!G. Drexlin, Phys. Bl., Februar 1999, S. 25
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Basis oszillierender Sonnenneutrinos wahrscheinlich.

8.4.1 Neutrinomassen

Ob Neutrinos massenbehaftete oder — wie im Standardmodell der Teilchenphy-
sik postuliert — exakt masselose Elementarteilchen sind, ist seit ldngerem die
zentrale Frage der Neutrinophysik. Das Fehlen eines tieferen Symmetriegeset-
zes, das eine Masselosigkeit von Neutrinos erkldren wiirde, fiihrt in erweiterten
theoretischen Ansiitzen (z. B. GUT) zur Vorhersage von Neutrinomassen von
der peV bis zur eV-Skala. Die im Vergleich zu den geladenen Leptonen extrem
kleine Ruhemasse des Neutrinos ist damit ein deutliches Indiz fiir eine ,,neue
Physik“ jenseits des Standardmodells der Teilchenphysik. Dariiber hinaus ha-
ben Neutrinos mit Masse weitreichende Konsequenzen fiir die Kosmologie und
Astrophysik. Dies gilt insbesondere fiir die in grofler Anzahl beim Urknall gebil-
deten Neutrinos, die als massebehaftete Teilchen fundamentale Auswirkungen
bei der Entstehung von Leptonen und Baryonen, der primordialen Nukleosyn-
these sowie der Entstehung von Strukturen hétten. Von experimenteller Seite
wird daher eine Vielzahl unterschiedlichster Neutrino-Quellen (Sonne, Atmo-
sphire, Beschleuniger mittlerer und hoher Energien sowie Kernreaktoren) zur
Suche nach Effekten der Neutrinomasse eingesetzt.

Die sensitivste Methode zum Nachweis kleiner Neutrino-Massen im eV- bzw.
sub-eV-Bereich bildet die Suche nach Neutrino-Oszillationen. Hierbei unter-
scheidet man zwei unterschiedliche experimentelle Vorgehensweisen. In den ap-
pearance-Erperimenten wird nach dem Auftauchen einer neuen, im urspriing-
lichen Strahl nicht vorhandenen Neutrinoart gesucht. In einem disappearance-
Ezperiment hingegen mufl die Ab- und Zunahme des Flusses einer bestimmten
Neutrinoart festgestellt werden. Da man das Auftauchen einer neuen Neutrino-
art statistisch signifikanter feststellen kann, als eine entsprechende geringfiigige
Abnahme der Intensitdt der urspriinglich vorhandenen Neutrinoart, lassen sich
mit appearance-Experimenten auch duflerst kleine Oszillationseffekte nachwei-
sen.

8.4.2 Sonnen-Neutrinos

Das Problem der Sonnen-Neutrinos ist der historisch am lingsten bestehen-
de Hinweis auf oszillierende Neutrinos und beruht auf dem signifikanten Defizit
der gemessenen Rate von niederenergetischen v, aus der Sonne im MeV-Bereich
im Vergleich mit den Erwartungen aus dem Standard-Sonnenmodell. Die vier
,Kklassischen“ Sonnenneutrino-Experimente (Homestake, Kamiokande, Gallex
und Sage) messen alle ein Defizit von einem Faktor 2-4, dessen Grofle stark
von der experimentspezifischen Nachweisschwelle abhéngt. Durch ihre Schwelle
sind die Experimente auf verschiedene Komponenten des in Abb. 8.5 gezeigten
Sonnenneutrino-Spektrums sensitiv.
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Abbildung 8.5: Energiespektren von Sonnen-, Atmosphéren- und Beschleuni-
gerneutrinos bis 1 GeV.

Eine astrophysikalische Erklarung des Neutrinodefizits basiert auf einer Ande-
rung der Erzeugungsraten von Neutrinos aus den Fusionsreaktionen im Sonnen-
kern, was zu einer Anderung der relativen FluBnormierung der drei Hauptkom-
ponenten der Sonnen-Neutrinos (pp-Neutrinos, “Be-Neutrinos, ®B-Neutrinos)
fithren wiirde. Die von einer Vielzahl von Autoren durchgefiihrten kombinier-
ten Analysen der vier klassischen Experimente schlieflen iibereinstimmend eine
derartige Losung mit hoher Wahrscheinlichkeit aus. Eine wesentlich bessere
Beschreibung der experimentellen Resultate wird erreicht, wenn man annimmt,
daf} das Spektrum der Sonnen-Neutrinos durch F,-abhéingige Oszillationseffek-
te stark modifiziert wird. Ein Test dieser Szenarien erfordert daher eine prézise
Spektroskopie des gesamten Neutrinospektrums. Die hierbei duflerst wichtigen
niederenergetischen pp- und “Be-Neutrinos im sub-MeV-Bereich lassen sich bis-
her nur mit radiochemischen 3”CI- und "' Ga-Detektoren nachweisen. Dement-
sprechend steht eine spektroskopische Information bisher nur fiir den hochener-
getischen Teil der 8B-Neutrinos zur Verfiigung. Eine weitere Einschrinkung
ergibt sich aus der Tatsache, daf alle Detektoren nur auf die v.-disappearance
sensitiv sind, da oszillierte v, oder v; nicht nachgewiesen werden kénnen.

Fiir eine Modifikation des Neutrinospektrums kommen zwei sehr unterschied-
liche Mechanismen in Frage: Zum einen ist denkbar, dal Neutrinos auf dem

Flugweg von der Sonne zur Erde oszillieren. Die dementsprechend grofie Oszil-
lationslédnge

Nosz ~ 108 km (8.22)
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impliziert einen sehr kleinen Wert von

Am? ~ 107 10eV? | (8.23)

Zum anderen konnen Flavouroszillationen mit wesentlich kiirzerem A,s, durch
Materieeffekte im Inneren der Sonne resonanzartig verstarkt werden. Der nach
seinen Entdeckern Mikheyev, Smirnov und Wolfenstein benannte MSW-Effekt
hat daher eine, deutlich verschiedene Skala von

Am? ~1075eV?. (8.24)

Eine Diskriminierung zwischen den beiden Mechanismen mit ihren sehr unter-
schiedlichen Parameterbereichen (Abb. 8.8) erfordert zusétzliche spektroskopi-
sche Informationen durch neue Experimente.

i
e
i

§

i

#

Abbildung 8.6: Der 40 Meter hohe Super-Kamiokande Detektor zum Nachweis
von Sonnen- und Atmosphéren-Neutrinos

Eine der wesentlichen Ziele des im April 1996 in Betrieb genommenen Super-
Kamiokande-Detektors in der 1 km tiefen Kamioka-Mine in Japan ist es, das
Spektrum der ®B-Neutrinos mit hoher Statistik genau zu vermessen. In dem
mit 50000 t bisher massereichsten Neutrinodetektor der Welt wurden im Zeit-
raum von Mai 96 bis Méarz ’98 in einer Mefzeit von 504 Tagen insgesamt
6823 ®B-Neutrinos iiber die elastische Neutrino-Elektron-Streuung nachgewie-
sen. Die Direktionalitét der v, -Streuung ermoglicht die klare Abtrennung des
Untergrunds aus Spallationsreaktionen kosmischer Myonen. Super-Kamiokande
findet im Energieintervall von 6.5-14 MeV einen Neutrinoflufl von

(2.44 £ 0.09) x 105 —=_
cmes

Vergleicht man diesen Wert mit der Vorhersage des Standard-Sonnenmodells
von
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5.2 % 10° —<_ |
cm-s

so ergibt sich ein deutliches Defizit an B-Neutrinos (Faktor 0.474), das frithere
experimentelle Resultate von Kamiokande bei nun wesentlich verbesserter Sta-
tistik besté&tigt.

Die derzeitige Statistik reicht zwar noch nicht aus, um die erwarteten klei-
nen Modifikationen des Riickstof8spektrums durch den MSW-Effekt oder durch
Vakuumoszillation zweifelsfrei feststellen zu kénnen. Dank der hohen Statistik
von 13.5 nachgewiesenen Sonnen-Neutrinos pro Tag werden die weiten Messun-
gen von Super-Kamiokande aber weitere vielféltige Tests von unterschiedlichen
Modellen ermdoglichen, z. B. durch die Suche nach Tag/Nacht-Effekten und jah-
reszeitlichen Schwankungen der v -Rate.

In den n#chsten Jahren werden zwei Sonnen-Neutrino-Experimente der , zwei-
ten Generation“ in Betrieb gehen, von denen man sich weitere wesentliche Er-
kenntnisse erhofft. Seit Anfang 1999 ist in einer 2 km tiefen kanadischen Mine
der SNO-Detektor (Sudbury Neutrino Observatory) mefibereit, ein aus 1000 t
hochreinem Schwerwasser (D20) bestehender Cerenkov-Detektor. SNO hat zwei
Hauptziele: Zum einen soll iiber die v -spezifische Reaktion schwacher geladener
Strome

d(ve,e”)p+p

die spektrale Form der 8B-Neutrinos prizise vermessen werden. Dariiber hinaus
ist geplant, die durch schwache neutrale Strome induzierte Aufbruchreaktion
des Deuterons

d(v,”)p +n

zu beobachten, mit der erstmals Sonnen-Neutrinos ab der Reaktionsschwelle von
2.2 MeV unabhéingig von ihrem Flavourzustand nachgewiesen werden kénnen.
Aus dem Vergleich der beiden Raten 148t sich dann eine erste direkte Aussage
iiber Oszillationen von 8B-Neutrinos treffen.

Der sich derzeit im italienischen Gran Sasso Labor im Aufbau befindliche Borex-
ino-Detektor soll es erstmals ermoglichen, spektroskopische Informationen im
sub-MeV-Bereich zu gewinnen. Im Mittelpunkt des Interesses steht die Un-
tersuchung der monoenergetischen “Be-Neutrinos, die fiir das MSW-Szenarium
deutlich unterdriickt (d. h. in einen anderen Flavourzustand transformiert) sind.
Der Neutrino-Nachweis geschieht iiber die elastische v — e-Streuung in einem
100 t schweren Fliissigszintillator, an dessen radiochemische Reinheit extreme
Anforderungen gestellt werden.

Parallel zu den neuen werden auch die Experimente GNO, Sage und Super-
Kamiokande weiter betrieben werden, so dal der aktuelle Sonnenzyklus im
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,Licht der Neutrinos“ iiber mehrere Jahre hinweg sehr prézise untersucht wer-
den kann. Die gleichzeitigen Messungen mit radiochemischen und spektroskopi-
schen Detektoren sollten daher in den néchsten Jahren eine eindeutige Losung
des Sonnenneutrino-Problems ermdoglichen.

8.4.3 Atmosphiren-Neutrinos

Der bisher deutlichste Hinweis auf oszillierende Neutrinos stammt aus der Un-
tersuchung von Atmosphéren-Neutrinos, die mit Energien im GeV-Bereich bei
der Wechselwirkung der kosmischen Strahlung in den oberen Atmosphéren-
schichten in einer Hohe von 10-20 km iiber dem Erdboden entstehen. Die dabei
zunéchst erzeugten Pionen und Kaonen zerfallen iiber Prozesse der schwachen
Wechselwirkung und erzeugen myonische und elektronische Neutrinos. Faft
man die experimentell nicht unterscheidbaren Neutrino- und Antineutrinoan-
teile der einzelnen Flavours zusammen, erwartet man fiir das Verhéltnis der
beiden Flavour-Komponenten einen Wert

_Vutlu _
= 7. =R(uje)=2 . (8.25)
Die Berechnungen des absoluten Flusses von v, und v,, aus der Atmosphére sind
mit einer Unsicherheit von +20% behaftet. Das Flavourverhiltnis R(1/€)Theorie
148t sich hingegen mit einem Fehler von weniger als 5% wesentlich besser be-
rechnen, da die Unsicherheiten im absoluten Fluf} sich weitgehend aufheben.

Experiment und Theorie lassen sich daher iiber das doppelte Flavourverhéltnis

R(ﬂ/e)Daten
R(M/e)Theorie

mit hoher systematischer Genauigkeit vergleichen. In einer Reihe von friither-
en Experimenten (Kamiokande, IMB-3 und Soudan-2) ergab sich bereits ein
signifikant von der Erwartung (= 1) abweichendes Flavourverhéltnis

RDaten
— ~0.6 8.26
RTheorie ( )

als Grundlage der ,,Anomalie der Atmosphéren-Neutrinos*®.

Super-Kamiokande ist pridestiniert fiir die detaillierte Untersuchung von At-
mosphéren-Neutrinos. Neutrino-Wechselwirkungen im Detektor lassen sich mit
Hilfe des Vetozihlers mit hoher Effizienz von den 10°mal hiufigeren Ereignis-
sen durchdringender kosmischer Myonen trennen. Nach einer Mefzeit von et-
was iiber einem Jahr konnte Super-Kamiokande insgesamt 4854 Atmosphéren-
Neutrinos iiber ihre charakteristischen Cerenkov-Ringe identifizieren. Ausge-
hend von einer detaillierten Analyse der Ringtopologie wurde zunéichst das Fla-
vourverhéltnis (1/e) bestimmt, das — bei nun wesentlich verbesserter Statistik
— mit

RDaten

— 0.63 4 0.034tat 4 0.05ys (8.27)
RTheorie
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die frither beobachtete Flavouranomalie bei den Atmosphérenneutrinos bestétigt.

Wiéhrend dieses Resultat als erstes Indiz fiir Neutrino-Oszillationen gewertet
werden kann, ist es per se noch kein zwingender Beweis dafiir. Eine wesent-
lich iiberzeugendere Evidenz fiir Oszillationen ergibt sich aus der beobachteten
Zenithwinkelabhdngigkeit dieser Ereignisse. Atmosphéren-Neutrinos werden in
einer nur wenige Kilometer diinnen Schicht der oberen Atmosphére rund um
die Erde gebildet und durchqueren die Erde ungehindert (alle anderen Teilchen
werden durch die Erde herausgefiltert). Dadurch kann iiber eine Messung des
Zenithwinkels 6 der Flugweg der Neutrinos von der Quelle bis zum Detektor
von L ~ 15km fiir vertikal nach unten laufende Neutrinos (cosf = 1) bis zu
L ~ 13000 km fiir vertikal nach oben laufende Neutrinos (cosf = —1) um einen
Faktor 103 variiert werden. Da die Oszillationswahrscheinlichkeit P,s, von der
Neutrino-Fluglénge L abhéngt, sollten sich Effekte oszillierender Neutrinos in
einer Modifikation der erwarteten cos 0-Verteilung manifestieren.

100 1 200 ————1—
a0 a b —
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% 60 .‘""I f--A H ] :3 i [ .
g i:{:I — 100 | ; s
° 40 B/ 2~ :
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Abbildung 8.7: Die von Super-Kamiokande detektierten Atmosphéirenneutrinos
in Abhéngigkeit vom Zenithwinkel @ fiir elektronische (a) und myonische (b)
Neutrinos im Vergleich mit theoretischen Berechnungen (Balken).

Fiir diese Untersuchungen eignen sich vor allem die hoherenergetischen Neutri-
nos im multi-GeV-Bereich, da fiir diese eine eindeutige (oben/unten)-Symmetrie
in der Zenithwinkelverteilung erwartet wird. Dariiber hinaus erlaubt die Reakti-
onskinematik auch eine wesentlich bessere Zuordnung der Neutrino-Flugrichtung
zur Spur des erzeugten Leptons. Abb. (8.7) zeigt die gemessenen cos 6-Verteilungen
fiir v, und v, im multi-GeV-Energiebereich. Wahrend fiir die v,.-Ereignisse eine
mit der Erwartung konsistente cos 8-Verteilung beobachtet wird, zeigt die ent-
sprechende Winkelverteilung der v, eine deutliche (oben/unten)-Asymmetrie.
Das winkelabhéngige Neutrino-Defizit ist am ausgeprigtesten fiir nach oben lau-
fende Neutrinos mit Flugwegen von einigen 103 km. Das Verhéltnis von aufwirts
zu abwérts laufenden myonartigen Ereignissen in Abb. (8.7b) weicht mit

R
=L = 0.54 + 0.0644a¢ (8.28)
Ry

um mehr als 6 o von dem erwarteten Wert 1 ab. Es legt eine maximale Neutrino-
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mischung nahe und ist das bisher deutlichste experimentelle Indiz fiir Neutrino-
Oszillationen.
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Abbildung 8.8: Gesamtiibersicht der erlaubten und ausgeschlossenen Bereiche
der Oszillationsparameter Am? und sin® 6

Die Symmetrie in den v.-Daten sowie die negativen Resultate des Reaktorex-
perimentes Chooz im v, — x-disappearance-Kanal legen eine Erklarung der
Super-Kamiokande-Daten durch den v, — v.-Kanal nahe. Die beste Beschrei-
bung der beobachteten Winkelverteilung wird dabei durch die Parameterkom-
bination maximaler Mischung

sin®20 = 1.0

und

Am? =22 x 1073 eV? (8.29)
erreicht (Abb. 8.7b). Der durch diese Anpassung an die Daten mit 90%-Konfidenz
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erlaubte Parameterbereich ist in Abb.(8.8) dargestellt. Bei der Diskussion die-
ser Resultate muf} festgehalten werden, dal durch die cosf-Verteilungen nur
die v,-disappearance festgestellt werden kann. Zur Identifikation des v, — v;-
Kanals wire ein Nachweis eines 7-Zerfallsprozesses erforderlich, der aber auf-
grund der kleinen 7-Produktionswirkungsquerschnitte nicht moglich ist. Da-
her ist auch denkbar, dafl die v, statt in — bisher unbekannte — sterile und
daher nicht nachweisbare Neutrinos oszillieren. Die Evidenz fiir Oszillationen
aus dem (u/e)-Flavourverhéltnis sowie der v,-Zenithwinkelabhéngigkeit wird
erginzt durch zwei weitere unabhéingige Analysen von nach oben laufenden
Myonen (cos§ < 0), die durch sehr hochenergetische v, im Fels unterhalb des
Detektors erzeugt werden. Super-Kamiokande kann daher auf der Basis von vier
unterschiedlichen Messungen auf eine Evidenz fiir Oszillationen schlieffen. Die
in sich konsistenten Daten koénnen in ihrer Gesamtheit als robustes Resultat
gewertet werden, das nur schwer durch , konventionelle“ Physik zu erkléren ist.

Dessen ungeachtet ist ein endgiiltiger Beweis der Existenz von Oszillationen
erst nach der unabhéngigen Verifikation dieser Resultate durch Experimente
mit Beschleuniger-Neutrinos erbracht. In Japan wird 1999 das erste neuartige
long baseline-Experiment mit grofler Entfernung zwischen Quelle und Detek-
tor mit der Datenaufnahme beginnen. Ein am KEK-Protonenbeschleuniger er-
zeugter v,-Strahl mit Energien im GeV-Bereich wird zum 250 km entfernten
Super-Kamiokande-Detektor geschickt und dort auf die disappearance von v,
hin untersucht. Die Sensitivitét dieses Experimentes (K2K) wird eine erste teil-
weise iiberpriifung des in Abb. (8.8) gezeigten Evidenzbereiches ermoglichen.
Eine umfassendere Untersuchung des gesamten Parameterbereiches der Atmo-
sphéren-Neutrinos wird in den geplanten long baseline-Experimenten in Europa
und Nordamerika angestrebt. In Europa plant man, einen Neutrinostrahl vom
CERN in das italienische Gran Sasso Labor zu schicken. Beim konkurrierenden
MINOS-Experiment in der kanadischen Soudan-Mine ist beabsichtigt, einen na-
hezu identischen Neutrinostrahl vom Fermilab-Beschleuniger zu nutzen. In bei-
den Fillen arbeitet man mit einem Abstand Quelle-Detektor von L = 730 km
und ist neben der Untersuchung der v,-disappearance besonders an der Suche
nach Kandidaten aus v, — v;-Oszillationen interessiert.

8.4.4 Beschleuniger-Neutrinos

Experimente mit Sonnen- und Atmosphéiren-Neutrinos tasten aufgrund der
grofen Entfernung zwischen Quelle und Detektor (L = 10-10%km) sehr klei-
ne Am?-Werte bis 10711 eV? ab. Sie sind als disappearance-Experimente aber
nur auf grofle Massenmischungen empfindlich. Die bisher durchgefiihrten Be-
schleunigerexperimente sind mit L = 10000 m hingegen auf die Massenskala
Am? > 0.1eV? sensitiv, die im Hinblick auf die mogliche Rolle von Neutri-
nos als heifle dunkle Materie im Universum von besonderem kosmologischen
Interesse ist. Die Sensitivitdtsbereiche der Experimente mit astrophysikalischen
und Beschleuniger-Neutrinos iiberlappen sich daher nicht (diese Liicke wird
erst durch die oben erwihnten long baseline-Experimente geschlossen). Au-
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Berdem erlauben es Beschleunigerexperimente, gezielt nach Oszillationen iiber
appearance-Kanile zu suchen. In den beiden komplementéren Kanélen

Vy — Ur und Vy — Ve

lassen sich sehr hohe Sensitivitaten von

sin? 20 ~ 1074 (8.30)

erreichen.

v, — v,-Kanal

Die am SPS-Protonenbeschleuniger am CERN von 1993-98 durchgefiithrten Hoch-
energieexperimente Chorus (Cern Hybrid Oscillation Apparatus) und Nomad
(Neutrino Oscillation Magnetic Detector) suchten nach v, — v,-Oszillationen
in einem Neutrino-Strahl mit einer mittleren Energie von 30 GeV. Potenti-
elle v,-Kandidaten werden identifiziert {iber Reaktionen geladener schwacher
Stréome, bei denen ein 77 produziert wird. Der Nachweis eines Zerfalls des
7~ gilt dann als Evidenz fiir v, — v,-appearance. Beide Experimente haben
mit unterschiedlichen experimentellen Techniken bisher keinen iiberschufl an 7-
Zerfallskandidaten beobachtet, so dafl eine obere Grenze (90% Konfidenz) fiir
v, — vr-Oszillationen von

P, <6.0x107*

angegeben werden kann Abb. (8.8). Da beide Experimente noch nicht ihre ge-
samte aufgenommene Datenmenge analysiert haben, kann dieses Limit — bei
weiterhin ausbleibendem Signal — zukiinftig deutlich verbessert werden.

v, — ve-Kanal

An hochintensiven Beschleunigern im mittleren Energiebereich lassen sich in
komplementiarer Weise die appearance-Kanéle

Vy — Ve und Uy — Ve

untersuchen. Zur Zeit am sensitivsten in diesen Kanélen sind das LSND- und
das KARMEN-Experiment. Bei beiden werden zunichst Protonen auf eine
Energie von 800 MeV beschleunigt und dann auf ein kompaktes Metalltar-
get gelenkt, in dem sie nach einer Flugstrecke von weniger als 0.5 m stoppen.
Dabei entstehen neben Spallationsneutronen auch Pionen, die ebenfalls noch in-
nerhalb des Targets gestoppt werden. Die Neutrinos entstehen beim 71 -Zerfall
in Ruhe mit T' = 26 ns iiber

7T+—>7T+—|—Z/M

sowie dem anschliefenden Zerfall des Myons
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p— ettty

mit 7' = 2.2 us in einem Energiebereich bis 53 MeV. (Abb. 8.5)

Fiir die Suche nach Ostzillationen sind Mittelenergiebeschleuniger besonders ge-
eignet, da die intrinsische Verunreinigung ./7, des Strahls nur einige 1074
betriigt, so daf ein v.-Signal in der GréBenordnung von einigen 1073 als deutli-
ches Indiz fiir Oszillationen gewertet werden kann. 7, aus Flavour-Oszillationen
werden in grofivolumigen Szintillationsdetektoren iiber den , klassischen* inver-
sen (-Zerfall 'H(D,, et)n nachgewiesen.

LSND

Das LSND-Experiment benutzt einen 167 t schweren Fliissigszintillationsdetek-
tor (Liquid Scintillator Neutrino Detector) am LANSCE-Beschleuniger in Los
Alamos zur Suche nach den beiden appearance-Kanilen

Uy — Ve und Vy = Ve

Der 30 m vom Strahlstop entfernt stehende zylinderférmige Detektortank ist
mit einem stark verdiinnten Szintillator auf Mineraldlbasis gefiillt, dessen 2C-
und 'H-Kerne das Neutrinotarget bilden.

Auf der Basis einer vierjihrigen Mefzeit von 1993-97 ergibt sich nach Abzug
des kosmischen und Neutrino-induzierten Untergrundes ein deutlicher strahl-
korrelierter tiberschufl von (33.9 £ 8.0) Ereignissen. Interpretiert man diesen als
Signatur von v, — v,-Oszillationen, ergibt sich eine Oszillationswahrscheinlich-
keit von

Py = (3.1 4 0.9t £ 0.55y5) x 1073 8.31
Y

Im Rahmen eines mehrdimensionalen Likelihood-Verfahrens lassen sich aus die-
sem Resultat die von LSND favorisierten Parameterbereiche in der Am?-sin? 26-
Ebene ableiten. Die in Abb. (8.8) dargestellten sog. 90%- und 99%-Likelihood-
Flachen sind jedoch hinsichtlich ihrer statistischen Interpretation nicht eindeu-
tig, da sie nicht einem klassischen Konfidenzintervall entsprechen. Beschrinkt
man sich daher auf die vom Parameter Am? abhiingige Form des gemesse-
nen et-Spektrums, so bevorzugen die LSND-Daten den Bereich Am? < 2eV?
mit einem Zentralwert bei 0.3 eV2. Eine unabhingige iiberpriifung der LSND-
Resultate erfordert dessen ungeachtet eine systematische Abdeckung des ge-
samten in Abb. (8.8) dargestellten erlaubten Parameterbereiches.

KARMEN

Das seit 1990 an der Spallationsquelle ISIS in Chilton (England) durchgefiihrte
Karlsruhe-Rutherford Mittelenergie Neutrino Experiment (KARMEN) ist ein
in wesentlichen Grundziigen mit LSND vergleichbares Experiment und damit
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in idealer Weise geeignet, dessen Resultate prézise zu iiberpriifen. Das rapid
cycling-Synchrotron von ISIS liefert hochintensive, nur 0.5 us kurze Protonen-
pulse. Das daraus resultierende extrem kleine Tastverhiltnis von 10~4 (Verhalt-
nis Strahl an/aus) fiihrt zu einer deutlichen Reduktion des kosmisch induzierten
Untergrundes, der dominanten Untergrundkomponente.

Der KARMEN-Detektor befindet sich in einem mittleren Abstand von 17.6 m
vom ISIS-Target und ist zum spektroskopischen Nachweis niederenergetischer
Neutrinos optimiert. Das 56 t schwere hochauflésende Fliissigszintillationskalo-
rimeter ist segmentiert und wird von einem mehrlagigen effizienten Vetozéhler-
system umgeben. Zur Abschirmung gegen strahlkorrelierte Neutronen befindet
sich das gesamte Detektorsystem in einem massiven 7000 t schweren Eisen-
blockhaus.

In den von Februar 1997 bis April 1998 aufgenommenen Daten verbleibt nach
Anwendung wohldefinierter Schnitte, die bereits vor Beginn der Datenaufnah-
me festgelegt wurden, kein Ereignis mit der sequentiellen Signatur einer v, —
V.-Oszillation. Die kleine Untergrunderwartung von (2.88 4+ 0.13) Sequenzen
entsteht im wesentlichen durch konventionelle Neutrino-Reaktionen und kann
durch unabhéngige Messungen bestimmt werden. Die KARMEN2-Messungen
zeichnen sich daher durch ihre préizise Kenntnis von Signal und Untergrund aus.
Im Falle einer maximalen Mischung (sin? 26 = 1) zwischen v, und v, hitten 811
Oszillationssequenzen beobachtet werden konnen. Aus diesem Resultat kann im
Rahmen statistischer Verfahren eine obere Grenze fiir 7,, — 7.-Oszillationen von

sin?20 < 1.3 x 1072 (bei 90% Konfidenz)

abgeleitet werden. Die entsprechende AusschluBkurve fiir die Parameter sin? 260
und Am? ist in Abbildung 8.8 dargestellt und bildet das bisher stichhaltig-
ste Limit fiir Mischungen zwischen elektronischen und myonischen Neutrinos.
Die weitreichende iiberdeckung der von LSND favorisierten Parameterbereiche
durch die KARMEN2-Ausschlulkurve verdeutlicht, daf die gegensétzlichen Re-
sultate der beiden Experimente nur marginal miteinander vertraglich sind.

Der endgiiltige Beweis, dafl Neutrinos tatsichlich oszillieren und damit mas-
senbehaftet sind, sowie dariiber hinaus die prézise Bestimmung von Massen-
differenzen und Mischungsamplituden erfordert mindestens noch ein Jahrzehnt
weiterer groffer Anstrengungen.

8.5 Ubungen

1. Berechnen Sie mit Gl. (2.26) und der Erhaltung des Viererimpulses die
Energie eines Photons, das in Gl. (6.23) frei wird. Nehmen Sie dazu an,
daB der *He-Kern in Ruhe entstanden ist (vp = vy = vEe = 0).

2. Die Temperatur des Universums wihrend der Heliumsynthese war T ~
0.07MeV. Warum galt deshalb fiir den Impuls eines Teilchens p ~ 3717
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10.

KAPITEL 8. SYMMETRIEN

Schitzen Sie die Breite der Energieverteilung aufgrund der thermischen
Bewegung ab. Der entsprechende Zentralwert wurde in Aufgabe 1 berech-
net.

Sind die Auf- und Absteigeoperatoren Sy und S_ unitér oder hermitesch?

. iiberpriifen Sie die Kommutationsrelationen (7.18) und Antikommutati-

onsrelationen (7.19)ftir die Pauli-Matrizen (7.15)

. Wie lautet der Operator Y der schwachen Hyperladung (7.37) in Matrix-

form?

Dem s-Quark ist die Strangeness S = —1 eigen. Verallgemeinern Sie
die Relation (7.31), so daB die eingefiihrte Strangeness auch fiir die K-
Mesonen der Gl. (7.39) gilt. Von allen mit drei Quarks moglichen Quark-
Antiquark-Systemen sind nur fiinf in Gl. (7.39) aufgefiihrt. Wie lauten die
FEigenschaften der fehlenden Systeme?

Zeigen Sie, dal das K-Meson kein Eigenzustand des C-Operators ist. Be-
ziehen Sie sich dafiir auf die Quark-Struktur.

Alle bekannten Baryonen sind qqq-Systeme. Benutzen Sie die u-, d-, und
s-Quarks, um die 27 Grundzustéinde des Baryons herzuleiten. Bestimmen
Sie deren Ladung und Strangeness. Tragen Sie Thre Ergebnisse in einem
(I3,Y)-Diagramm auf.

Beweisen Sie, daB die Ausgangszustinde K; = Ky — Ko und Kg =
Ko + Ky Eigenzustéinde des CP-Operators sind. Diese Zustinde zerfallen
hauptséchlich zu 27 und 37. Begriinden Sie, welche Ausgangszustinde zu
welchen Endzustédnden zerfallen. Was sind daraus die Konsequenzen fiir
die mittlere Lebensdauer der K, und Kg?

Leiten Sie die Beziehung (7.46) ab.



Kapitel 9

Inflation

9.1 Probleme der Urknalltheorie

Das heutige Standardmodell der Kosmologie hat einige Schwéchen. Es erklért
z.B. nicht die Baryonasymetrie oder die gegenwértig beobachtete geringe Raum-
kriimmung (Flachheitsproblem). Weiter Probleme sind das Horizont- und das
Monopolproblem, sowie das Problem der Raumzeit. Eine mogliche Losung ist
das Modell des inflationéren Universums.

9.1.1 Problem der B5-Symmetrie

Das Verhéltnis der Anzahldichten von Baryonen zu Photonen ist heute

2.6 <1007 <33 . (9.1)

Dieser kleine Wert ist sehr iiberraschend, da es zum Zeitpunkt des thermischen
Gleichgewichts eigentlich gleich viele Quarks und Antiquarks, sowie Leptonen
und Antileptonen gegeben haben miifite.

NB:NB:NL%N7 (9.2)

Ebenso iiberraschend ist die Tatsache, dafl anscheinend keine Antibaryonen
existieren. Baryonenzahl-erhaltende Reaktionen wie

Y+yeqa+q (9-3)

die wahrend des thermischen Gleichgewichts zwischen Photonen und Quarks
abliefen, wiirden auf eine heutige gleiche Anzahldichte von Baryonen und An-
tibaryonen schlieflen lassen.

Folgend sollen die Fragen, warum 7 so klein ist, und warum es keine Antimate-
rie gibt, gekldart werden.

Als sich Baryonen und Antibaryonen annihilierten, nahm Np mit dem expo-
nentiellen Faktor in der Mazwell-Boltzmann-Verteilung (Gl. 5.29) ab. Mit der
Anzahldichte IV, der Photonen (Gl. 5.5) folgt die Temperaturabhéngigkeit

113
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_Np _ ver (%)3/2 -~
N, ~ 4808 \KT

Zum Zeitpunkt des Freeze-Out bei etwa 20 MeV hat das Verhéltnis den Wert

(9.4)

n~6.8x10"" (9.5)

erreicht. Eine Erklirung fiir die Diskrepanz um den Faktor 5 x 10% zu klein
konnte eine falsche Anfangsbedingung (9.2) sein.

Da die Erde aus Materie besteht, und der Sonnenwind keine Annihilationen mit
dieser bewirkt, besteht auch das Sonnensystem aus Materie. Ebenso wechsel-
wirkt er nicht mit dem interstellaren Medium, was analog den Schluf zuléf3t, dafl
unsere Galaxie aus Materie besteht. Wiirden andere Galaxien aus Antimaterie
bestehen, so wiirden freie Protonen, die aufgrund ihrer hohen Geschwindigkei-
ten nahe der Lichtgeschwindigkeit die Milchstrale zum Teil verlassen kénnen,
mit der kosmischen Strahlung oder der Antimaterie im interstellaren Medium
annihilieren. Da dies nicht gemessen wurde kann man davon ausgehen, dafl
auch die fremden Galaxien aus Materie bestehen. Es bleibt somit nur noch die
Erklarung, dafl Nz und Np schon wahrend des thermischen Gleichgewichts um

NB—NB%’I?N,Y (9.6)

unterschiedlich waren. Nach und nach zerstrahlten alle Antibaryonen, und nur
ein kleiner Uberschufl IV, an Baryonen konnte ,,iiberleben®.

Eine Erkldrung fiir die primordiale BB-Asymmetrie kénnte in frihen Pha-
sentibergdngen liegen, fiir die aber folgende drei Bedingungen erfiillt sein miissen.

1. Die Baryonenzahlerhaltung muf} verletzt werden.

Beziiglich Leptonen und Quarks sind die GUTs symmetrisch, es existieren
also Leptoquarks X, Y ,welche Quarks in Leptonen umwandeln. Damit ist
die Baryonenzahl verletzt.

1

X—e +d AB=0+g (9.7)
_ 1 1

2. C- und CP-Verletzung miissen erlaubt sein.

Diese Operatoren wandeln Teilchen in ihre Antiteilchen um. Bei einer
Symmetrie wiirden die Reaktionen (9.7) und (9.8) gleich héufig mit ent-
gegengesetztem AB auftreten, so dafl eine BB-Asymmetrie aufgehoben
wiirde.
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3. Diese Prozesse miissen auch auflerhalb des thermischen Gleichgewichts
stattfinden.

Im thermischen Gleichgewicht heben sich die Reaktionen (9.7) und (9.8)
gegenseitig auf, da sie gleich hdufig in entgegengesetzter Richtung ablau-
fen. Bei 10" GeV, wenn die GUT-Symmetrie in ihr spontan gebrochenes
Pendant iibergeht, fallen die X-Bosonen aber aus dem thermischen Gleich-
gewicht heraus und zerstrahlen.

Bei einer Energie

Ex = kTx ~ Mxc* (9.9)

seien alle X-, Y-, W- und B-Vektorbosonen, das Higgs-Boson, sowie die Gluonen
im thermischen Gleichgewicht mit den Leptonen und Quarks. Die Anzahldichte
jeder Teilchensorte ist in etwa gleich der Anzahldichte der Photonen.

Ist das Universum jung im Vergleich zur mittleren Lebensdauer der X-Bosonen

TH<Tx =T (9.10)

sind noch keine X-Bosonen zerfallen, und deshalb werden auch noch keine Ba-
ryonen produziert.

Die Zerfallsrate ist mit der Kopplungskonstanten a der GUT-Wechselwirkung
proportional zur Masse.

I'x = aMy (9.11)

Wird in der Temperaturabhingigkeit der Expansionsrate (5.31) die Gravita-
tionskonstante G durch einen Term der Planck-Masse Mp ersetzt, so ergibt
sich

167ha T2
H= o (T)— . 9.12
\/ ()5 (9.12)

Einsetzen der Gln. (9.11) und (9.12) in GIl. (9.10) fiithrt zu

T2

AMx > T 1
x> Vo) 11 (913)
Alle Konstanten sind dabei durch A ausgedriickt. Aufgelost
AMx M
2 X (9.14)
Jeff (T>

ergibt sich fiir eine Temperatur Tx, bei der etwa 100 Freiheitsgrade existieren,
eine obere Grenze fiir die Masse der X-Bosonen

M 1.2 x 1019
My < A Py 0 GeVv ~ A x 108 GeV . (9.15)

geff(T) \/m
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i Kanal ¢ AB; BR;
1 X —u+u —% T
2 X —e +d +3 1—r
3 X—-u+t+u +% T
4 X —et+d -3 1-7

Tabelle 9.1: Anderung der Baryonenzahl AB fiir verschiedene Zerfallskanile

Bei Energien grofier dieser Masse sind die X-Bosonen stabil, Baryonen werden
also erst unterhalb dieser Schranke produziert.

In Tabelle 9.1 ist der Unterschied AB in der Anzahl der Baryonen fiir verschie-
dene Kanéle ¢ dargestellt. Das Verhéaltnis

T(X — i)

BRj= ——
R = v ix = a

wird in Termen zweier unbekannter Parameter r» und 7 ausgedriickt.
Fiir den Zerfall eines X-X-Paares ergibt sich damit

AB:T‘ABl—l-(1—T)AB2+FAB3—|—(1—f)AB4:f—7“ . (916)

Bei verletzter C- und CP-Symmetrie sind r und 7 unterschiedlich, und es folgt
damit AB # 0.

9.1.2 Horizontproblem

In Kapitel 5 wurde fiir ein thermisches Gleichgewicht wihrend der Strahlungséra
argumentiert, da sich die Photonen zu dieser Zeit frei im ganzen Universum
bewegen konnten, und die Reaktionszeiten wesentlich kleiner waren, als die
Hubblezeit. Das Problem dabei ist aber, dal Zustéinde zu einem beliebigen Zeit-
punkt nur innerhalb ihrer Vergangenheits-Lichtkegel beeinflufit werden kénnen.

Zum Zeitpunkt der Rekombination t,.. = 300000yr betrug die Temperatur
3000 K. Fiir den Skalenfaktor wiirde man Sy.. = ctrec = 350000Ly erwarten.
Wir wollen nun aus der heute vorherrschenden Temperatur von 2.7 K (Hin-
tergrundstrahlung) zuriickrechnen auf die Grofl des Universums zum Zeitpunkt
der Rekombination. Mit der Relation

T oS! (9.17)
bestimmen wir das Verhéltnis der Temperaturen bzw. der Skalenfaktoren:

T, S
ree — 1111 = Zhee (9.18)
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Mit dem Alter des Universums und dem daraus resultierenden Skalenfaktor
Sheute = 15 x 107 Ly ergibt sich S = 14 x 10Ly fiir den aus der Hintergrund-
strhalung zuriickgerechneten Wert. Er unterscheidet sich vom erwarteten etwa
um den Faktor 40. Diese Rechnung ist in Abb. 9.1 veranschaulicht. Photonen
konnen seit ihrer Entstheung nur die Strecke (AB),¢. zuriickgelegt haben. Die
Orte A und B standen zum Zeitpunkt ¢,.. also nicht in kausalem Kontakt.
Seit der Rekombination vergroflerte sich der Vergangenheits-Lichtkegel und der
Teilchenhorizont linear mit der Zeit. Genau zu diesem Zeitpunkt dehnten sich
jedoch alle linearen Entfernungen mit der Expansion des Universums, und da-
mit proportional zu t2/3 aus. Deshalb kénnen wir im heutigen Teilchenhorizont
Regionen sehen, die zu fritherer Zeit nicht in kausalem Kontakt standen!

AT dbe
Te — The visible i
universe now
AT~
T ' : / The scaled back > 3cr,
visible universe
The causally
connected part
Backward light cones J

Abbildung 9.1: Die linke Graphik zeigt das sichtbare Universum und den Teil-
chenhorizont. Die rechte dient der Veranschaulichtung der Rechnung.

Wir kénnen weiter den Winkel bestimmen, unter dem der Teilchenhorizont zum
Zeitpunkt der Rekombination heute gesehen wird. Es gilt:

_ Kreisbogen

— 1
© Radius (9.19)

Der Kreisbogen ist Sy mal dem Expansionsfaktor, den wir in (9.18) berechnet
haben. Der Radius ist gerade Sheyte-

35 x10°Ly 1111
N 15 x 109Ly

© = 0.02rad = 1.2° (9.20)
Daraus folgt, daf3 die Strahlungstemperatur des CMB innerhalb eines Raum-
winkelelements von 1arc nicht in kausalem Kontakt zu jener im benachbarten
Raumwinkelelement sein konnte. Wir erwarten also auf einer Beobachtungsskala
von > 1larc oder mehr Schwankungen im CMB, da diese Raumwinkelelemente
zum Zeitpunkt der Photonenemission eine unterschiedliche Temperatur hatten.

9.1.3 Problem der Raumzeit

Wegen des endlichen Alters des Universums ist der Teilchenhorizont heute
grofler als zu jeder fritheren Zeit. Dies impliziert, daf§ das Universum gréfler
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ist, als der heutige Vergangenheits-Lichtkegel. Mit der Zeit bewegen sich al-
so immer mehr Regionen in unseren Horizont hinein, mit welchen wir dann
in kausalem Kontakt stehen. Die Frage der Groflie des Universums wird somit
bedeutungslos, es stellt sich vielmehr die Frage nach dem Durchmesser seines
Horizontes in Abhéngigkeit der Zeit.

In Gl. (9.20) wurde berechnet, daf§ der Teilchenhorizont zum Zeitpunkt der
Rekombination nur einen Winkel von ca. 1° im heutigen Horizont einnimmt.
Groflere Strukturen als 1° miissen also danach entstanden sein. Die Grofle von
Superclustern ist so enorm, dafl diese eigentlich erst kiirzlich entstanden sein
konnen, was aber wiederum im Gegensatz zu Beobachtungen beziiglich des Al-
ters von Quasaren und Galaxien in ihnen steht.

Zur Zeit der GUTs war die Temperatur um einen Faktor 4.4 x 10?7 hoher als
heute. Um diesen Betrag nahm auch der Skalenfaktor S(t) zu, was bei einer
heute angenommenen Grofe von 2000~ Mpc = 6 x 10%°m zu einer Grofle
von 2cm zum Zeitpunkt der GUTs fiihrt. Die Ausdehnung und der Horizont
des Universums sind aber nicht das Gleiche, denn die Grofle des Horizontes hat
nahezu mit dem Quadrat des Skalenfaktors zugenommen.

1 3
to geff(TGUT)>2 (TGUT>2 <Trec> 2 54
— ~ 3.1 x 10 9.21
tqur ( geft (To) To To (9:21)

Zur Zeit der GUTs war der Teilchenhorizont nur 3.8 x 10727 cm gro. Um die
heutige Homogenitit zu erreichen, mufl jene um den Faktor 5 x 10%¢ grofer
gewesen sein, als die Ausdehnung der Gebiete, die damals in kausalem Kon-
takt waren! Warum aber liefen die Phaseniiberginge zur Zeit der GUTs alle
gleichméflig in Gebieten ab, die kausal vollig getrennt waren?

Es sei noch angemerkt, daf3 in Doménen — sofern diese denn existierten — in
denen die Phaseniibergédnge nicht komplett beendet wurden, die Physik wie wir
sie kennen nicht mehr giiltig ist. Diese Doménen sind durch sehr energiereiche
Winde, welche topologische Defekte in der Raumzeit sind, vom Rest des Uni-
versums getrennt. Kreuzende Wénde ergeben dann die kosmischen Strings.

9.1.4 Monopolproblem

Eine besondere Art eines topologischen Defektes ist der magnetische Mono-
pol. Zerteilt man einen Stabmagneten, so erhilt man zwei neue Dipole. In den
Maxwell-Gleichungen treten ein elektrischer Term mit der Ladung e als Quelle,
und ein magnetischer Term fiir den keine Quelle existiert, auf. Fiir das magne-
tische Feld existieren also, im Gegensatz zu den freien elektrischen Ladungen,
keine freien magnetischen Ladungen. Paul A.M. Dirac (1902-1984) schlug 1931
vor, daf die Quantisierung der Ladung des Elektrons die Folge der Existenz
mindestens eines freien magnetischen Monopols ist. Die Monopole und Anti-
monopole entstanden, der Theorie nach, in der Phase der Vereinheitlichung,
kurz nach der Planckzeit. Aufgrund von Symetriebrechung bei der Energieab-
nahme blieben nach der Zerstrahlung noch einege iibrig. Aufgrund ihrer grofien
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Masse miifiten sie heute das Universum wesentlich beeinflussen. Allerdings wur-
de bisher noch kein einziger solcher Monopol gefunden. Eine Losung stellt auch
hier die Inflation dar, wonach die Monopole stark ausgediinnt wurden, so dafl
sich nur noch sehr wenige im sichtbaren Universum befinden.

9.1.5 Flachheitsproblem

Gegenwiértig weifl man nicht, ob das Universum geschloflen, offen oder flach
ist. Man kann jedoch den Dichteparameter, der diese Zustdnde charakterisiert,
abschétzen. Aus der Nukleosynthese (Kapitel 6.3) wissen wir, daf§

2501 (9.22)
pe

sein muf. Die obere Grenze leitet sich aus dem grofit moglichen Alter des Uni-
versums ab.

Q

In einem flachen, Materie-dominierten Universum (mit ¥ =0, Q = 1) haben
die Zeit t, und die Rotverschiebung z den Zusammenhnag

2 _3
Das heifit, das gegenwirtige Alter des Univerums mit z = 0 ist
2
to = — 9.24
0= 55 (9.24)

wie in Abb. 4.2 gezeigt. In diesem Fall wire die grosse des Universums cty =
2h~1Gpc.

In einem offenen, Materie-dominierten Universum (k = —1, < 1) ist das Alter
des Universums gegeben durch

1, 2 Q
0 _cosh™ 12051 —1)] . (9.25)

to = —
0 2H0[1—Qo (1—9Q)2

Dies ist fiir verschiedene Werte von h in Abb. 9.2 graphisch dargestellt. Der
Grenzwert €2 = 0 stellt die langsamste mogliche Expansion dar. Deshalb kénnen
wir eine obere Grenze fiir das Alter des Universums angeben.

to < Hy' =~ 10h'Gyr. (9.26)
Fiir den Grenzfall Q = 1 kann der Ausdruck (9.25) entwickelt werden:

2 1
to=—"1-=(Q=-1)+...] . 9.27
0= gl - 5@ 1)+ (9.27)
Aus (9.25) und (9.27) folgt, daBl ¢y eine von 2 abhéngige Funktion ist. Je mehr
Materie im Universum vorhanden ist, desto wichtiger ist die Abbremsung und
desto jiinger ist das Universum. Mit einem unteren Grenzwert fiir tg konnen

wir also einen oberen Grenzwert fiir {2 bestimmen. Dazu ist es notwendig auch
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Abbildung 9.2: Das Alter eines Materie - dominierten Uiversums als Funktion
des Dichteparameters Qh? fiir verschiedene Werte von h

fiir h einen unteren Grenzwert zu wihlen. Wir habe also den Dichteparameter
eingegrenzt auf

0.1 <2<15 . (9.28)

Damit konnte sich jedoch das Universum ganz betréchtlich von einem flachen
unterscheiden. Aber auch hier verschafft das Inflationsmodell Abhilfe. Um dies
zu zeigen, setzen wir die Relation

N\ 2
S
4H2::<S> (9.29)

in die Feldgleichung (4.15). Mit (1.21) ergibt sich daraus

p(t) kc?
— -1
Pe " S2(t)

H2(t). (9.30)

Fiir ein Strahlungsdominiertes Universum gilt S(t) o t3. Unter Verwendung
von (9.29) ergibt sich (9.30) zu

Q-1 o ket (9.31)

Dieser Gleichung nach ist € also stark zeitabhéngig. Fordern wir €2 = 1 fiir
heutige Zeiten, so mufl demzufolge k ~ 10~!7 oder H ~ 1037s~! sein. Dies ist
nur durch Inflation zu erreichen.



9.2. PROBLEM DER DYNAMISCHEN DUNKLEN MATERIE 121

9.2 Problem der Dynamischen Dunklen Materie

9.2.1 Spiralgalaxien

Spiralgalaxien sind stabile Systeme, deren Materie aus Sternen und interstella-
rem Gas besteht. Diese bewegt sich auf einer diinnen Scheibe nahezu kreisférmig
um das Galaxienzentrum. Man erwartet, dafl diese Bewegung dem Keplerschen
Gesetz

GM
— /L 32
v 7 (9.32)

folgt. Experimentelle Untersuchungen ergaben jedoch, dal die Rotationsge-
schwindigkeit nach einem Maximum in einer Entfernung von etwa 5kpc kon-

stant bleibt (Abb. 9.3).

v {km /5]
)

200 ¢

100 +

# [kpc]

Abbildung 9.3: Rotationsgeschwindigkeiten von Galaxien aus der Doppler-
Verschiebung (a), bzw. aus der Vorhersage der radialen Lichtverteilung (b)

Eine mogliche Losung wiren weitreichende galaktische Magnetfelder, die das
Gas in den dufleren Bereichen des Halos wegen seiner dortigen geringen Dichte
maifigeblich beeinflussen kénnten. Da sich dieses Feld aber nicht auf die Mate-
rie in Form von Sternen auswirken wiirde, scheint die favorisierte Losung die
Existenz dunkler Materie zu sein. Die radiale Massenverteilung M (R) muf} mit

v = const. (9.33)

aus Gl. (9.32) proportional zu R sein. Die radiale Dichteverteilung ist dann

p(R) x R™2 . (9.34)

Dies ist genau jene Verteilung, die man fiir Galaxien erwartet, welche von einem
Halo aus isothermischem Gas, dessen Druck und Gravitation sich im wirialen
Gleichgewicht befinden, umgeben sind.
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9.2.2 (Galaxienhaufen

Galaxienhaufen sind Gruppen von Galaxien, die in grofle Wolken aus heiflem
Gas eingebettet sind. Aus der Intensitit der emittierten Rontgenstrahlung 143t
sich auf die Grofle der Gaswolken schlieffen. Die Temperatur des Gases hingt
von der Stérke des Gravitationsfeldes ab, so dal auch die Gesamtmenge an Mas-
se im System abgeschétzt werden kann. Diese ist beispielsweise bei der Gruppe
HCG62 im Coma-Cluster viel grofer, als jene Materie, die sichtbar ist.

Das Virialtheorem sagt aus, daf die gesamte kinetische Energie von IV Objekten
mit einer mittleren Geschwindigkeit v gleich der negativen halben potentiellen
Energie ist. Sei r der mittlere Abstand zweier Objekte der mittleren Masse m, so
ist die potentielle Energie jedes moglichen N (N — 1)/2-Paares gerade —Gm? /r.

mv? 1IN(N - 1) Gm?

N 2 2 2 T

(9.35)

Fiir einen groflen Cluster von Galaxien mit der Gesamtmasse M und dem Ra-
dius R vereinfacht sich dies zu

2Rv?

M =
G

(9.36)

Mittels des Virialtheorems kann man also die Gesamtmenge an dynamischer
Materie durch Messungen der Geschwindigkeiten der Galaxien und des Gesam-
tradius des Haufens berechnen. Man erhilt analog zur HCG62-Gruppe auch fiir
grofle Cluster ein Massendefizit.

9.2.3 Kandidaten Dunkler Materie

Da heifles Gas immer auch Strahlung emittiert, bleibt als erste Moglichkeit nur
kaltes Gas iibrig. Das Problem ist jedoch, daf} dieses nicht immer kalt bleiben
wird. Auflerdem konnten selbst riesige Gasmengen nicht die benttigte Menge
an Materie aufbringen.

Eine Alternative wiren Staubwolken, die selbst unsichtbar sind, da sie kalt sind
und nicht strahlen. Allerdings wiirden sie das Licht von Sternen reemittieren,
und wiirden so im Infraroten sichtbar werden. Zur Losung des Problems wiren
zudem so grofle Mengen an Staub nétig, dafl sie die Entstehung der Sterne maf-
geblich beeinflufit hitten.

Ernstzunehmende Kandidaten kénnten braune Zwerge, auch MACHOs (Mas-
sive Compact Halo Objects) genannt, sein. Bei diesen startet das Wasserstoft-
Brennen nicht, da sie zuwenig Druck aufbauen kénnen. Somit sind sie nicht
direkt sichtbar. Stehen sie allerdings genau vor einem Stern, so verstirken sie
als Gravitationslinse dessen Strahlung. Dies wurde im Gebiet zwischen Erde
und der Grofien Magellanschen Wolke auch beobachtet.
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Schwarze Licher strahlen selbst nicht, und kénnten somit eine Quelle dunkler
Materie darstellen. Man nimmt an, daf sie sich im Zentrum von Galaxien be-
finden und Massen von iiber 100 My haben. Eine Losung der Rotationskurven
(Abb. 9.3) konnen sie jedoch nicht sein, da die Dunkle Materie im Halo sitzen
miifite.

Alle Moglichkeiten baryonischer dunkler Materie widersprechen der Nukleo-
synthese. Bei der Alternative nicht-baryonischer dunkler Materie unterscheidet
man zwei Gruppen: heiffe dunkle Materie (HDM) bestehend aus leichten Teil-
chen, die zur Zeit ihrer Entkopplung aber immer noch relativistisch waren, und
kalte dunkle Materie (CDM) bestehend aus entweder schweren und damit frith
entkoppelnden oder aber superleichten und damit nur superschwach wechsel-
wirkenden Teilchen. Wie aus der Struktur der Galaxien hervorgeht besteht die
Materie im Universum masf3geblich aus kalter dunkler oder gemischter heifler
und dunkler Materie. Darauf werden wir in Kapitel 10.1.5 noch niher eingehen.

9.3 Neue Inflation: Das chaotische Modell

Andrei Linde nahm an, daf§ das Universum mit einer Vakuumenergie ¢, star-
tete. Diese sei {iber einen Horizont der Grofle My ! bis auf Schwankungen

Apg =~ Mp < g (9.37)

konstant. Mit der Zeit driftet der Wert dieses Feldes nach g beim wahren
Minimum V' (¢g) des Potentials. Dieses Modell nennt man neue Inflation nach
Linde, Albrecht und Steinhardt.

Kausal verbundene Rdume koénnen nur von der Groéfle Mp ! sein. Man kann
sich das Universum also wie einen chaotischen Schaum vorstellen, der aus kau-
sal getrennten Blasen besteht, in denen unterschiedliche Anfangsbedingungen
herrschen. Lediglich eine dieser Blasen hat sich zu unserem Universum ent-
wickelt. Was mit den anderen passiert ist, 148t sich nicht sagen. Andrei Linde
nannte dies chaotische Inflation.

Auf einer Zeitskala von At = h/Mpc? ergibt sich nach Heisenberg eine Ener-
gieunschérfe von
AE > e (9.38)
— = . .
At P
Mit A = ¢ =1 folgt fiir die Unschérfe der Energiedichte
AFE AFE
Ap=——r=-""Tr—=M}p . 9.39
p (AT‘)?’ (At)g P ( )
Im einfachsten Fall — ein Skalarfeld ¢ koppelt an die Gravitation an — ist die
Gesamtenergie

%¢2 + % (Vo) +V(p) - (9.40)
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Bei einem geniigend homogenen und stationédren Feld ¢, spielt nur der Term
V(p) eine Rolle. Zur Beschreibung der Dynamik geniigen dann die Friedmann-
Gleichungen mit p — V(p)

k 8
H+ =5V 9.41
te=np’ (9.41)
und eine Differentialgleichung, die man aus der Klein-Gordon-Gleichung erhélt

dV(p)

Ho = —
3Hy dp

(9.42)

Urspriinglich enthielten alle Regionen der GroSen H—' = M P ! Inhomoge-
nitdten innerhalb ihrer jeweiligen Ereignishorizonte. Wihrend des inflationéren
deSitter-Szenarios wiirde sich ein Beobachter von einem schwarzen Loch mit
dem Ereignishorizont H~! umgeben sehen. Innerhalb einer Zeit der Grifen-
ordnung H~! hitten alle Inhomogenititen den Hubble-Radius durchwandert,
und wiirden somit die Physik innerhalb des deSitter-Universums nicht mehr be-
einflussen. Dieses selbst wiirde deshalb immer homogener und flacher werden.

Setzen wir in eine allgemein gewéhlte Parametrisierung des Potentials

/f n
V(p) ~ —2

~ ~ M4 9.43
TLM;4 P ( )

die Gln. (9.41) und (9.42) ein, so erhalten wir

1 5 nzM}%
—p° = . 44

Mit n = 2 und einem Potential

1
Vip) = 3 mitp2 (9.45)

ergibt sich die Zeitabhéngigkeit des Feldes zu

myMp t
D=pg— —F—t=p, (1 —=) 9.46
o(t) = i 90< T) (9.46)

wobei 7 die charakteristische Zeitskala der Expansion ist.

Zu frithen Zeiten ¢t < 7 bleibt das Skalarfeld fast konstant. Es wechselt nur
langsam von ¢, zu seinem endgiiltigen Wert ¢q. Der Skalenfaktor wéchst dann
exponentiell mit

S(t) = S(ta)eTsmet (9.47)

wobei

m™m
H = ——2 o, . 9.48
\/QMP v (9-48)
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Mit anndhern des Feldes an den Wert (g endet die Inflation.

Zur Zeit 7 hat sich das Universum von der linearen Grofle S(t,) zu
4l
M3
ausgedehnt. Die Masse m,, der Skalarteilchen erhélt man aus der Anisotropie
des Mikrowellenhintergrundes und dem Sachs- Wolfe- Effekt zu

S(1) = S(te)e™ ™ = S(ty) exp [ (9.49)

m, =~ 107 Mp . (9.50)

Setzt man dies in Gl. (9.49) ein, so erhilt man den numerischen Wert

S(r) ~ 1073 em - e4™10° ~ 107510 e (9.51)

Alle zuvor diskutierten Probleme verschwinden damit. Die Homogenitét, Flach-
heit und Isotropie des Universums sind nun Folgen des Skalarfeldes ¢, das
in einem Gebiet M;l geniigend grof3 war. Die Inflation fand im Zeitintervall
(10743 ...107%) s statt.

104 0 10" tls]

Abbildung 9.4: Verlauf der Expansion seit der Planckzeit im Friedmann-Modell
(A) und im inflationéren Szenario (B).

In Abb. 9.4 ist der Verlauf der Expansion grafisch dargestellt. Wihrend der
Zeitspanne B expandiert das Universum exponentiell. Die Inflation kommt
wahrend By dann durch Wiederaufwéarmen des Universums zur Ruhe. Der wei-
tere Verlauf Bj folgt der Friedmann-Expansion A; in der strahlungsdominierten
Ara. Der Ubergang zum materiedominierten Universum findet bei By, respek-
tive Ao statt.
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9.4 Ubungen

1.

Leiten Sie analog zu Gl. (9.25) einen Ausdruck fiir das Alter eines ge-
schlossenen Universums bei Materiedominanz her.

. Wie grof} ist die schwache Hyperladung ¥ = B — L fiir das X-Boson?

Benutzen Sie dafiir die GIn. (9.7-9.8).

Der CP-verletzende Zerfall der X-Bosonen kénnte die Quelle der Baryonen-
Asymmetrie im Universum sein. Thre Existenz wiirde auflerdem ein insta-
biles Proton zur Folge haben. Ein méglicher Zerfall wire p — 7’e™. Die
Zerfallsrate dafiir ist mit der charakteristischen Zerfallsenergie E gegeben
durch

a2EP°
My

I~ (9.52)

Berechnen Sie mit £ = m, und a ~ 1/40 die Einschrankung (in GeV),
daB Mx der experimentell gegebenen Grenze 7, = I~ > 1032 yr fiir die
Lebensdauer der Protonen, gehorchen mufl. Vergleichen Sie mit Gl. (9.15).

. Es sei p die Masse der K-Giganten in der Zentralebene z = 0 der Galaxie,

und v, die mittlere zuféllige Geschwindigkeit dieser Sterne in z-Richtung.
Der Druck ist dann

plog=p? . (9.53)

In einem statischen Zustand miissen gleich viele Sterne in z-Richtung und
dazu entgegengesetzt die Ebene durchqueren. Der partielle Druck p mufl
das Gewicht der Sterne pro Einheitsfliche auf einer Seite der Scheibe
kompensieren (Hydrostatisches Gleichgewicht eines idealen Gases). Sei
D die effektive Dicke der Zentralebene, und (g.) der Mittelwert der z-
Komponente des galaktischen Gravitationsfeldes. Das Gewicht der Sterne
iiber einer Einheitsfliche ist p(g,)D. Leiten Sie die Bedingung fiir das
hydrostatische Gleichgewicht ab, und zeigen Sie, dafl

(9.54)

Ol

<gz> =

Berechnen Sie (g,) mit den Werten v, = 18 km/s und D = 300 pc.

. Die mittlere freie Weglidnge ¢ von Photonen im homogenen insterstellaren

Staub ergibt sich aus der Gleichung [ = 1/An, wobei A die durchschnitt-
liche Oberflache eines Sterns und n die Anzahldichte ist. Die Staubkdérn-
chen haben einen Radius von 107° cm. Die Position unseres Sonnensy-
stems in der Galaxie ist bei ¢ =~ 1kpc. Wie hoch ist die Anzahldichte der
Staubkornchen?
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10.

Leiten Sie Gl. (9.36) her. Im Durchschnitt ist das Quadrat der mittle-
ren Geschwindigkeiten v? von Galaxien in kugelfsrmigen Haufen drei-
mal groBer, als V2. V ist hier die mittlere Geschwindigkeit einer Gala-
xie beziiglich des Zentrums des Haufens. Berechnen Sie M fiir die Werte

V =1000km/s und R = 1Mpc in Einheiten von Mg,.

Nehmen Sie an, die Galaxien hitten eine flache Rotationskurve bis zu
Rpax. Die Gesamtmasse innerhalb dieses Radius ist gegeben durch GI.
(9.32), wobei v = 220 km angenommen wird. Die Anzahl der Galaxien sei
n = 0.01 k3 Mpc~3. Zeigen Sie, daBl Q = 1, wenn Rpax den intergalakti-
schen Abstand von 2.5 h~! Mpc iibersteigt.

Leiten Sie ¢(t) fiir ein Potential V(¢) =  A¢* her.

Nehmen Sie an, da8 das iiber den Hubble-Radius H~! gemittelte Ska-
larfeld um den Wert v variiert. Der Feldgradient in dieser Fluktuation
ist Ve = H1p, und die Energiedichte ist H?y?. Wie grof ist die Ener-
gie dieser Fluktuation integriert iiber das Hubble-Volumen? Benutzen Sie
die Zeitskala H~! fiir die Anderungen der Fluktuationen, und die Unbe-
stimmtheitsrelation, um das Minimum der Energie herzuleiten.

Gebiete, die heute unter einer Rotverschiebung z = 1 beobachtet werden,
befinden sich in einem Abstand H, ! Der Riickgang der Geschwindigkeit
eines Objektes in der Entfernung z ist Sz. Zeigen Sie, daB dieser Riickgang
am Ende der Inflation

_ Hongzr
v/ “eq

ist. z, ist dabei die Rotverschiebung am Ende der Inflation. Berechnen
Sie diese Geschwindigkeit. Der Dichtekontrast stieg um den Faktor

Sz (9.55)

2
L

5= (9.56)

Zeq

an. Welchen Wert hatte er zu Ende der Inflation, wenn heute der Wert
0 ~ 10—4 ist?
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Kapitel 10

Entstehung von (Galaxien

In diesem Kapitel soll erkliart werden, wo und wie sich die Materie anhiufte,
um schlieflich an die 10° Galaxien zu bilden. Obgleich es keine iiberzeugende
Theorie der Galaxienbildung gibt, sollen hier die Modelle der Dichtefluktuatio-
nen, der kalten dunklen Materie, sowie der heiflen dunklen Materie betrachtet
werden.

10.1 Dichtefluktuationen

10.1.1 Materieverteilung

Ein Grund fiir eine Anisotropie ist, dafl die Materie im Universum nicht exakt
homogen verteilt ist. Es gibt Materieanhdufungen in Form von Galaxien, Ga-
laxiengruppen, Supergalaxien und Strings aus Supergalaxien. Der Grund dafiir
muf} eine Inhomogenitéit in der Energieverteilung zur Zeit der Entkopplung
gewesen sein, was aber wiederum in einer Inhomogenitit beziiglich des CMB
resultieren wiirde.

10.1.2 Quadrupol-Anisotropie

Dichtefluktuationen scheiden bei Winkeln von 90° aus, da sie auf den Teilchen-
horizont von 2° beschrénkt sind. Die Héilfte der Anisotropie 67'/T des CMB
kann somit nur einer Quadrupol-Anisotropie zugeschrieben werden, welche im
wesentlichen kosmologischen Ursprungs ist, also auf einer nicht exakt kugelsym-
metrischen Expansion des Universums beruht. Dies steht im Widerspruch zum
Kosmologischen Prinzip, und damit auch zur Friedmann-Robertson-Walker-
Kosmologie. Die andere Hélfte sind immanente Fluktuationen im CMB iiber
weite Bereiche, die ein Indiz fiir Strukturen grofler als 500 Mpc, und damit
grofler als beobachtete Supercluster, sind.

Diese grofiraumigen Fluktuationen kénnen sich aber nur innerhalb unseres Er-
eignishorizontes gebildet haben. Eine Erklarung gibt die Modifikation unseres
Standardmodells zu frithen Zeiten. Dieses Modell der Kosmischen Inflation wur-
de in Kapitel 9 bereits erldutert.

129
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Abbildung 10.1: Die Verteilung der Galaxien im lokalen Universum. Gezeich-
net sind Linien gleichen Druckes innerhalb eines Radius von 100 Mpc um das
Zentrum der MilchstraBe.

Fluktuationen der Temperatur in Richtung oo um einen Mittelwert kénnen durch
die Autokorrelationsfunktion C(0) analysiert werden, wobei 6 der Winkel zwi-
schen zwei Beobachtungsrichtungen ist.

C(0) = (T(e) T(cx + 6)) (10.1)

Dies kann durch eine Summe von Legendre-Polynomen Py(0) der Ordnung ¢ mit
den Koeffizienten a% ausgedriickt werden.

(o) = iia%@ﬁ—i— 1)P,(0) (10.2)

Der Fall £ = 1 eines Dipols kann vernachléssigt werden. Die Koeffizienten wer-
den den MeBergebnissen von COBE, welche bis zur Ordnung ¢ = 20 reichen,
angepafit. So erhilt man eine Dichteverteilung der Temperaturfluktuationen (A
in Abb. 10.2). Ein anderes Experiment am Siidpol erreichte eine Auflsung bis
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zur 400. Ordnung (B in Abb. 10.2). Da dieses jedoch fiir einen anderen Be-
reich sowohl im Energiespektrum, als auch ein Raumwinkelelement angelegt
war, kann es die Meflergebnisse von COBE weder widerlegen noch bestétigen.
Weitere Messungen wurden auf Teneriffa (C in Abb. 10.2) und am MIT (D in
Abb. 10.2) durchgefiihrt.

'T"" T L] LRI R A L) L 4 L
- a
1 10 o

Abbildung 10.2: Verschiedene Messungen der Anisotropie AT /T des CMB als
Funktion des Korrelationswinkels 6.

10.1.3 Theoretische Beschreibung

Die Materieverteilung im Universum kann annéhernd durch die Hydrodynamik
einer viskosen Fliissigkeit beschrieben werden. In einer solchen gibt es Dich-
tefluktuationen um eine mittlere Dichte p(t). Der Unterschied zu gewohnli-
chen Fliissigkeiten liegt dabei in der Art des Druckes, der im Universum durch
Strahlung und Gravitationsanziehung erzeugt wird. Genau dieser Unterschied
bewirkt, daf§ Gebiete grofierer Dichte schliefllich zu grofien Inhomogenitéten an-
wachsen kénnen.

Es sei die Dichte p(r,t) eine Funktion der Raumkoordinate r und der Zeit ¢.
Die Abweichung von der mittleren Dichte am Ort r ist dann

=———" (10.3)
p(t)

was auch als Massendichte-Kontrast bezeichnet wird.

Ein zufalliges Ensemble von Fluktuationen kann mathematisch durch eine end-

liche Summe unabhéngiger Wellen mit der charakteristischen Wellenzahl k£ und
der Amplitude é; beschrieben werden.
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S(r,t) o< Y Op(t) €™ (10.4)

Eine Dichtefluktuation kann aber auch durch die Masse M, die sich innerhalb
eines Volumenbereiches mit dem Radius A bewegt, beschrieben werden. Mit
M o A3 folgt

2
k= 7” x M7V3 (10.5)

Die Autokorrelationsfunktion der Masse,

E(r) = (8(r1)d(r + 1)) o< Y _(I0k(8)H)e™ (10.6)
mifit den Zusammenhang im Dichtekontrast an zwei Punkten r und r;. Die
Massenfluktuationen verhalten sich dann wie

P(k) = (o,(0)) (10.7)

Nehmen wir den einfachsten eines Potenzgesetzes

P(k) < k™, (10.8)

wobei n der Spektralindex ist, an. Mit Gl. (10.5) sieht man dann, dafl jede Mode
0 proportional zu einer Potenz der charakteristischen Masse M ist.

10.1.4 Experimentelle Beschreibung

Betrachten wir jetzt die tatséchliche Verteilung der Galaxien und Galaxienhau-
fen. Dazu nehmen wir an, die Anzahldichte der Galaxien im Volumenelement
dV ist ng. Die Wahrscheinlichkeit, eine Galaxie in einem Raumsegment zu
finden ist dann

dP =ngdV . (10.9)

Mit der Annahme, dafl die Galaxien unabhéngig voneinander verteilt sind, ist

die Wahrscheinlichkeit, eine Galaxie in zwei zufilligen Volumenelementen dV;
und dVs zu finden, gegeben durch

dPyy = nZdVidVy . (10.10)

Treten die Galaxien aber auf einer charakteristischen Lange 7. gehauft auf, so
sind die Wahrscheinlichkeiten beziiglich verschiedener Volumenelemente nicht
mehr unabhéngig, sondern korreliert.

APy = n&[1 + &(r/re)]dVidVy (10.11)

Vergleicht man die Zweipunkt-Autokorrelationsfunktion &(r/r.) mit Gl. (10.6),
so leitet sich folgende empirische Form ab.

Erfre) = (r)re)™7 (10.12)
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re=54h"1Mpc , ~=1.77

10.1.5 Jeans-Grenze

Aus den Friedmann-Gleichungen folgt, dal die Gravitationskraft eine homoge-
ne Materieverteilung instabil werden 1é8t, d.h. die Materieverteilung expandiert
oder kontrahiert. Andert sich also die Materieverteilung, so &ndert sich damit
auch der kosmische Skalenfaktor S(r,t) in Abhéngigkeit von Ort und Zeit. Ex-
pandiert das Universum im Mittel, so gibt es auch iiberdichte Regionen, in
denen Graviationskrifte den Druck iiberkompensieren, und sich die Materie so-
mit lokal zusammen zieht. Umgekehrt gibt es auch unterdichte Regionen, in
denen sich Fluktuationen wie Schallwellen in einem viskosen Medium ausbrei-
ten, und dabei Energie in benachbarte Regionen transportieren.

Der Unterschied zwischen diesen beiden Fillen kann mittels klassischer Hilfs-
mittel untersucht werden. Die Zeit, die eine Masse fiir den Fall in das Zentrum
eines inhomogenen Gravitationsfeldes G benétigt, ist

1
tg = —= (10.13)
VGp
Die Schallgeschwindigkeit sei cg. In der Zeit
A
tg = — (10.14)
cs

haben sich die Schallwellen um eine Wellenlénge fortbewegt. Fiir tg < tg ziehen
sich die Regionen héherer Dichte zusammen, und der Unterschied in der Fluk-
tuation wird grofler, da umgebende Materie mit angezogen wird. Umgekehrt
bewegen sich die Fluktuationen mit konstanter Amplitude, vergleichbar den
Schallwellen. Fiir t¢ = tg erhilt man die Jeans- Wellenlinge A = Ay, benannt
nach Sir James Jeans (1877-1946).

i
Aj= /== 10.15
J G5 © (10.15)
Die Masse innerhalb einer Kugel des Radius Aj heifit Jeans-Masse.
4 3

Im rechten Teil der Abbildung 10.3 ist eine Simulation der Materieverteilung in
unserem Universum zu sehen. Dabei wurde davon ausgegangen, dafl die dunkle
Materie lediglich aus Neutrinos besteht. Sie haben eine sehr kleine Masse und
damit auch eine gering Dichte. Dies fiihrt nach (10.15) zu einer grofilen Jeans-
Wellenlédnge, was sich in der Abbildung als langgezogene Materieverdichtungen
wiederspiegelt (Pfannkuchenmodell). Vergleicht man dieses Resultat mit der
linken Abbildung, in der die tatsdchliche Materieverteilung sehr homogen ist,
so kommt man zu dem Ergebnis, daf} es weiter Teilchen geben mufl (CDM), die
ebenso wie die Neutrinos schwach wechselwirken aber schwerer sind.
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Abbildung 10.3: Im linken Bild ist die tatséchlich beobachtete Materievertei-
lung zu sehen. Das recht Bild zeigt eine Simulation, die nur von heifler dunkler
Materie ausgeht.

10.1.6 Adiabatische und isogekriimmte Fluktuationen

Bei adiabatischen oder gekrimmten Fluktuationen éndern sich die lokalen An-
zahldichten der Baryonen und Photonen gleichméflig. Diese konnen durch Irre-
gularitdten in der Metrik entstanden sein. Inflation jenseits des Hubble-Radius
hat diese dann verstéirkt. Ist der Kriimmungsradius ry kleiner als die Grofie d
der fluktuierenden Region, so wird diese zu einem schwarzen Loch kollabieren.

Isogekriimmte Fluktuationen starten mit homogener Massendichte, die Kriimmung
der Metrik spielt also keine Rolle. Die Variationen in der Materieverteilung un-
abhéngig vom Druck entstehen schliellich erst durch kleine Fluktuationen in-
nerhalb gleicher Teilchensorten. Obgleich diese Teilchen keinen Einfluf} aufler-
halb ihres Horizontes haben, kann dieser durch Inflation weit iiber ry = H ™!
angewachsen sein.

10.1.7 Postinflationidre Szenarien

Waéhrend der Friedmann-Expansion wird der Hubble-Radius grofler als die in-
flationédren Regionen der Fluktuationen. Diese kehren somit in Gebiete zuriick,
in denen die Wellenléinge dem Hubble-Radius entspricht.

Fluktuationen grofler Wellenldngen wachsen mit der Expansion an. Jene kurzer
Wellenldngen A ~ r, = ry koénnen sich von der Expansion l6sen, und in ge-
bundene System von der Gréfle von Galaxien oder Galaxienhaufen kollabieren.
Noch kiirzere Wellenlédngen erreichen das Stadium des Kollabierens nie, und
werden durch zufillig verteilte Schallwellen schliellich ausgeléscht.

Wihrend der strahlungsdominierten Ara ist bis zur Rekombination die Erzeu-
gung und das Wachstum baryonischer Dichtefluktuationen gestort. Die ,, Fliissig-
keit* des Universums bleibt viskos, und dampft alle kleineren Fluktuationen
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stark ab. Zum Zeitpunkt der Rekombination verschwinden alle freien Elektro-
nen, und die Dichtefluktuationen kénnen ungehindert gréfier werden.

Das Gas in einigen kontrahierenden Wolken heizt sich dabei so stark auf, daf} es
ionisiert wird. Kleine Wolken schrumpfen dann schnell, zerstrahlen ihre Gravi-
tationsenergie, und zerbrechen schlieflich. Grole Wolken schrumpfen langsam
und kiihlen sich durch Thomson-Streuung der Elektronen selbstindig.

10.1.8 Randbedingungen

Zu Beginn muf} das Universum grofl genug gewesen sein, um Platz fiir die ersten
geformten Strukturen gehabt zu haben. Waren dies Galaxien heutiger Ausma-
Be, so kann mit ihrer Anzahldichte der Zeitpunkt ihres Entstehens bestimmt
werden.

Ein weiterer Anhaltspunkt dafiir ist die heutige Dichte der Strukturen, da der
Dichtekontrast wihrend der Entstehung grofier als die mittlere Dichte zu jener
Zeit gewesen sein muf. Da seit dem der Kontrast mit S3 zunahm, ergibt sich
als untere Grenze der Entstehungszeit

S=1+2z~25Q7Y3 | (10.17)

10.2 Kalte dunkle Materie: WIMPs

Teilchen die zum Zeitpunkt praq = pmat sehr langsam sind, sind Kandidaten
fiir die kalte dunkle Materie (cold dark matter, CDM). Sind diese massiv und
wechselwirken schwach WIMPs (weakly interacting massive particles), werden
sie frither als die Leptonen nicht-relativistisch, und entkoppeln. Beispiele im
supersymmetrischen Modell sind hierfiir entweder das Photino oder das Zino,
sowie eine Linearkombination selbiger, das Gaugino.

Die Alternative wiren sehr leichte Teilchen mit superschwacher Wechselwir-
kung, so daf} sie bereits entkoppeln kénnen, wenn bei ¢, ihre Wechselwirkungs-
rate kleiner wird, als die Expansionsrate. Beispiele hierfiir sind das Grawvitino,
sowie das Axion, ein fast masseloses Boson.

Nachdem die WIMPs vom heiflen Plasma entkoppeln, kénnen sie in Regionen
geringerer Dichte entweichen, und so kleine Inhomogenitéten ausgleichen. Dies
definiert eine charakteristische Wellenldnge

30eV
Afree:40< ¢ >Mpc , (10.18)

Mdm

und eine charakteristische Massenskala

2
Mfree = 3 X 1015 (306\/) M@ , (1019)

Mdm
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fiir Teilchen der Masse mg;,.

Nicht-baryonische WIMPs sollten zusammen mit den baryonischen MACHOs
in den Halos der Galaxien nachweisbar sein. Sollte die Dichte in unserem Halo
ausreichend hoch sein, so miifiten sie auch in der Sonne zu finden sein. Eine
zu erwartende Anderung im Energietransport innerhalb der Sonne, und somit
auch in der Sonnendynamik konnte jedoch noch nicht nachgewiesen werden.
Auch fiir die zu erwartende jihrliche Anderung des Flusses der Halo-WIMPs
auf der Erde existieren noch keine geeigneten Detektoren.

Die leichtesten WIMPs sind zur Zeit t., langsam genug, um in Fluktuationen
galaktischer Groflenordnungen gebunden zu werden. Das CDM-Szenario ist je-
doch nicht in der Lage, groflere Strukturen wie Galaxienhaufen und Superga-
laxien der Gréflenordnung 10 Mg, zu bilden. Man spricht deshalb von einem
down-top Szenario.

Betrachtet man die Verteilung der Galaxien, so lassen sich Schichten unter-
schiedlicher Dichten erkennen. Die gréfite bekannte ist dabei die Great Wall mit
einer Linge von 170 A~ Mpc, und einer Dicke von 60 h~! Mpc. Der Infrarot-
Satellit IRAS hat den Himmel auf einer Entfernung von 140 h~!' Mpc unter-
sucht. Die verschiedenen Supercluster haben sich dabei deutlich abgezeichnet.
(Abb. 10.1)

10.3 Heifle dunkle Materie: Neutrinos

Neutrinos tragen nicht zur leuchtenden Materie bei. Sie sind relativistisch und
ihre Masse ist unbekannt, weshalb sie Kandidaten fiir heiffle dunkle Materie (hot
dark matter, HDM) sein kénnten.

Ihre Anzahldichte ist

3 1
N,=—N,~112— . 10.2
A cm3 (10.20)
Sollte ihre mittlere Masse
my = Q, % ~ 95Q,h% eV (10.21)

v

sein, so konnten die Neutrinos — alle Flavours eingeschlossen — so zu (2, bei-
tragen, dafl das Universum geschlossen wird.

Das Elektron-Neutrino ist mit nur wenigen eV zu leicht, um als dunkle Materie
fungieren zu kénnen. Das Tau-Neutrino, welches nicht oszilliert, koppelte schon
lange vor der materiedominierten Ara aus dem heilen Plasma aus, und blieb
wegen seiner geringen Masse lange Zeit relativistisch. Deshalb bezeichnet man
diese als heifle dunkle Materie.
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In kugelsymmetrischen Gaswolken wird eine Kontraktion durch eine zu die-
ser orthogonalen Expansion kompensiert. Die ersten Strukturen, die durch sol-
che Wolken entstanden, kénnen durch das Pfannkuchen-Modell von Zel’dovich
am besten beschrieben werden. Der Abstand zwischen solchen Strukturen ist
ungefihr 40 Q~'A~2 Mpc. Damit besteht keine Ahnlichkeit zu den zuvor be-
schriebenen Schichten (vgl. Great Wall). Mit dem Kollaps dieser ,, Pfannkuchen*
zerfallen diese schlielich in kleinere Strukturen, weshalb man hier von einem
top-down Szenario spricht.

Wegen des Pauli-Prinzips kénnen sich zwei identische Fermionen — was hier
bedeutet, daf} sie gleichen Spin, und ein um Ap unterschiedliches Moment haben
— nicht beliebig nahe kommen. Thr minimaler Abstand folgt aus der Unschérfe-
relation von Heisenberg zu

AzAp <h . (10.22)

Nur ngpin Neutrinos passen in ein Phasenraumelement (Az)3(Ap)3. Sei R der
Radius der Wolke, und m, v das moment der Neutrinos, dann ist die maximal
erlaubte Anzahl an Neutrinos gegeben durch

(Az)*(Ap)®

5.3 o ngpin R (myv)? . (10.23)

Nmax = MSpin

Ist die Masse der Neutrino-Wolke

M =m,N < m,Nmpax (10.24)

so erhalt man daraus eine untere Grenze fiir die Neutrinomasse. Genaue Rech-
nungen ergeben, daf} leichte Neutrinos nicht fiir die notwendige Menge an dunk-
ler Materie verantwortlich gemacht werden kénnen.

10.4 Ubungen

1. Um die Jeans-Wellenldnge A; und -Masse M herzuleiten, gehen wir von
einer Masse M; = pA3 eines klassischen idealen Gases aus. Dieses un-
terliegt einem Gravitationskollaps, sobald der interne Druck P = pkT'/m
dem Gewicht einer Massensédule der Einheitsfliche und Hohe Aj nicht
mehr Stand halten kann. m sei hier die mittlere Masse der Gasteilchen.
Zeigen Sie, dafl

oAy > 5 (10.25)
m

zu Gl. (10.16) fiihrt.

2. Diskutieren Sie unter der Annahme, das h = 0.5 und m(v,) = 20eV die
FEigenschaften eines zusétzlichen schweren Neutrinos, das benétigt wird,
um das Universum zu schlieen, und um die Galaxienbildung zu erkléren.
Experimente zeigten, dafl dieses Neutrino eine Masse grofler als 45 GeV
haben miifite.



138 KAPITEL 10. ENTSTEHUNG VON GALAXIEN

3. Bestimmen Sie die Rotverschiebung zur Zeit der Galaxienbildung unter
der Annahme, daf} sich die Galaxien gebildet haben, sobald geniigend
Raum vorhanden war. Ihr mittlerer Radius sei 30 h~! kpc und ihre heutige
mittlere Anzahldichte sei 0.03 h3 Mpc~3.
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